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Dimostrazione del principio di equilibrio statico tra tre masse


Luogo: laboratorio di fisica 1 del liceo.
Materiale utilizzato: telaio [composto da una base in metallo, due piantane, un architrave, tre morse,	 	due pulegge, un supporto, filo di canapa e tre reggipeso (25 grammi)], pesi (5g, 10g,	25g)  goniometri cartacei, nastro adesivo.


Premessa teorica
 (
Figura 
1
: telaio montato con parti di cui è composto evidenziate.
)[image: ]
 (
Figura 
2
: vettore di cui evidenziati i quattro elementi costituenti dello stesso.
)[image: ]Nel corso di questa nostra esperienza abbiamo trattato il peso, una delle grandezze vettoriali di maggior importanza. Una grandezza vettoriale è detta tale quando per individuarla necessitiamo di almeno tre elementi: il modulo (ovvero la lunghezza del vettore), la direzione (cioè la retta di percorrenza) e il verso (ossia il senso di percorrenza della retta). A questi tre elementi essenziali se ne aggiunge un quarto, l’applicazione, il punto della retta in cui il vettore parte. Tali elementi sono essenziali alla corretta individuazione del vettore a cui la grandezza vettoriale corrisponde. Infatti, a differenza delle grandezze scalari, le quali consistono in un numero, raffrontato ad una scala, in grado di esprimere mediante quel numero e quello soltanto tale grandezza, le grandezze vettoriali prive degli elementi di cui sopra descriverebbero un punto qualsiasi, non individuabile. Supponendo di esaminare una grandezza vettoriale possiamo comprendere che il modulo descrive solo il raggio di una circonferenza, ma se assieme ad esso consideriamo la direzione possiamo limitare il campo ad una sola retta. Tuttavia se ai due elementi viene aggiunto il terzo, ovvero il verso, individuiamo, oltre alla lunghezza e la retta di percorrenza, il senso in cui il nostro vettore percorre la retta descritta dalla direzione. Avendo considerato codesti elementi basilari, per ulteriormente specificare l’esatta ubicazione del vettore  (oltre a questa dicitura è possibile trovare le seguenti: V, V, V; ognuna delle quali è volta ad evidenziare che a tale lettera è associato un vettore) necessitiamo dell’applicazione la quale definisce il punto esatto della retta su cui è ubicato il vettore. Il vettore inoltre gode della proprietà del trasporto, che può venire nella medesima direzione (cioè il punto di applicazione del vettore viene spostato sulla medesima retta) o su un’altra retta, in modo parallelo. Quando ad un vettore è preposto il simbolo “-“ () esso indica un vettore di pari modulo, direzione, ma con verso opposto al vettore originale (). Se ad un vettore viene preposto come fattore un numero, tale vettore (es.: ) assume modulo pari al prodotto del modulo iniziale per x (dove x rappresenta il fattore numerico anteposto al vettore).
Nel corso della nostra esperienza è risultato fortemente determinante il parallelogrammo delle forze. Esso è uno dei due principali metodi per il calcolo del vettore somma, determinato dall’operazione di somma tra due vettori (es.: ). Il procedimento per la costruzione grafica di tale parallelogramma consiste nello scomporre il vettore nei suoi componenti (N.B.: i componenti del vettore  lungo due direzioni sono i vettori diretti lungo quelle due direzioni che, sommati, danno il vettore di partenza) e definire di ognuno le componenti [i moduli dei componenti. Esse nella costruzione del parallelogramma delle forze si trovano parallele al componente cui descrivono il modulo e hanno origine nella “testa” (parte del vettore graficamente evidenziata da una freccia che ne specifica il verso, in contrapposizione con la coda, che culmina nel punto di applicazione) del componente di cui non determinano il modulo]. Tale tecnica ha il fine di rappresentare, applicata al nostro caso specifico, l’equilibrio statico tra tre pesi. Infatti i vettori, riportati con i relativi angoli su tre goniometri cartacei, di verso positivo ( e ) scomposti nei componenti e addizionati tramite la tecnica esemplificata or ora se in equilibrio statico hanno restituito un vettore somma opposto al vettore che, tra i tre iniziali, aveva verso negativo (). Tale concetto può essere espresso con la seguente formula:  (la somma od il risultato di una qualunque operazione fra vettori non può restituire un numero scalare o differente da quello di un vettore), dove viene sintetizzato quanto fin’ora detto, ovvero che la somma dei vettori  è pari ad un vettore di modulo 0 (la rappresentazione del modulo di un vettore può assumere la forma “”) Per un’esemplificazione grafica di quanto detto è possibile osservare le figure della dimostrazione quantitativa. Il concetto di equilibrio statico (quando un corpo mantiene il suo stato di quiete) si contrappone a quello di equilibrio dinamico (che si verifica quando un corpo mantiene il suo stato di moto). Un secondo metodo per il calcolo della somma di due vettori consiste nella tecnica “testa-coda”. I due vettori, con il punto di applicazione di uno coincidente con la testa del secondo, vengono uniti da un terzo vettore con il punto di applicazione (coda) coincidente con la testa di uno e la testa coincidente con la coda dell’altro. Ricostruita tale situazione è possibile calcolare mediante il teorema di Pitagora, ove i vettori tra di loro perpendicolari lo consentono,  (, con i = ipotenusa, C = cateto maggiore, c = cateto minore) il vettore somma, equivalente all’ipotenusa del triangolo venutosi a formare. 
Oltre alle procedure sin’ora elencate ed illustrate, per la corretta esecuzione della nostra esperienza ci siamo avvalsi della tecnica della trigonometria. I concetti da noi adoperati sono quelli del “seno” e “coseno” (rispettivamente abbreviati sen/sin e cos). Sono stati applicati per il calcolo del vettore somma rappresentato graficamente sui goniometri della verifica quantitativa. Infatti grazie all’utilizzo dei concetti trigonometrici abbiamo potuto determinare i moduli dei componenti dei tre vettori (alias le componenti), dei quali abbiamo dovuto verificare la condizione di equilibrio statico, col fine di determinare quanto segue:  ; . Se queste condizioni si realizzano si verifica la condizione di equilibrio statico, come espresso nella formula sopra riportata. Ciò significa che la somma delle componenti di vettori (nel caso nostro specifico essi sono tre) è equivalente alla somma dei vettori stessi, giacché le componenti non sono altro che i moduli che sommati restituiscono il vettore somma. Tuttavia adoperando la somma di componenti è possibile applicare i concetti della trigonometria per la dimostrazione del legame di equilibrio statico tra vettori, consentendo la dimostrazione trigonometrica di quanto altrimenti esprimibile solo con una sommaria dimostrazione quantitativa.
 Essendo la trigonometria essenziale, come appurato, procediamo col definirne gli elementi essenziali. Tuttavia è possibile sfruttare a nostro favore i principi trigonometrici solo se il triangolo considerato è rettangolo. Possiamo indi confermare che in un triangolo rettangolo un cateto è uguale all’ipotenusa per il coseno dell’angolo adiacente oppure il cateto è uguale all’ipotenusa per il seno dell’angolo opposto.
Ciò è stato risolutivo giacché grazie alla conoscenza degli angoli formati dal filo (sistema fisico tale che trasmette la forza tangenzialmente e che tira, ma non spinge), al quale sono stati appesi i pesi da noi utilizzati, e di conseguenza gli angoli che i tre vettori (in ciascuno dei tre casi da noi analizzati) descrivono e il modulo di ogni vettore (graficamente rappresentata con misure arbitrarie imposte da noi e tra loro proporzionate come in realtà accade) abbiamo potuto calcolare le componenti dei vettori, che ci hanno condotto verso la dimostrazione della condizione di equilibrio statico tra i pesi.
Tutto quanto spiegato teoricamente sin’ora non avrebbe trovato concreta applicazione se non avessimo potuto usufruire del materiale messoci a disposizione dal Liceo. Esso è elencato nell’introduzione, ma è bene rendere noto il procedimento di assemblaggio e il metodo di funzionamento delle varie parti fisiche da noi sfruttate. A questo proposito è d’obbligo l’illustrazione del montaggio del telaio. Esso è costituito da parti amovibili e può vantare diverse applicazioni concrete. Durante questa nostra esperienza il telaio ha avuto la funzione di sostegno per i portapesi, per il filo e per i pesi accessori sfruttati nel corso della sperimentazione. Inoltre, per cause di forza maggiore, essi sono stati assemblati dai singoli gruppi di  (
Ricordiamo che le misure delle ampiezze degli angoli avvengono sempre in senso antiorario. Tale direzione è il naturale movimento dell’universo, giacché il senso orario è stato inventato dagli uomini per pura comodità e applicato per convenzione. Il senso in cui gli angoli vengono misurati è determinante in fisica per stabilire il corretto modo di considerare l’angolo.
)studenti, sicché viene ora riportato il procedimento per un corretto assemblaggio. Per prima cosa sono state inserite le due piantane nei relativi supporti. Alle due piantane è stato fissato un architrave, che come per le piantane e la base è costruito in metallo. All’architrave sono state saldamente fissate tre morse, avvitando un perno che grazie all’attrito ha reso stabile le tre strutture metalliche. La più interna a sua volta trattiene un supporto costituito da una lamina rigida in metallo verniciato, sul quale sono stati di volta in volta fissati i goniometri cartacei per la rilevazione degli angoli descritti dai tre portapesi con relativi pesi aggiunti. Le due morse esterne fissano due pulegge, costituite in resina plastica nera, che, essendo costituite da due piccole ruote con una marcata svasatura lungo il perimetro esterno, favoriscono il movimento del filo (vedi definizione precedentemente data) durante l’aggiunta di pesi e portapesi. Le ruote delle pulegge rimangono in sede grazie ad un perno che le fissa ad un corpo plastico immobile, trattenuto dalla morsa. Il filo presenta tre occhielli, di cui i due alle estremità sono costituiti da anelli metallici di piccole dimensioni, mentre quello centrale è dato da un’asola del filo stesso, ai quali sono stati agganciati i tre portapesi. Questi utensili hanno una massa di 25g cadauno e presentano un’estremità piatta ed una ad uncino, giacché possa essere più pratico agganciarli ad eventuali supporti (nel nostro caso gli occhielli del filo). Nei pressi dell’estremità superiore il fusto cilindrico in metallo del portapeso assume una forma piatta, in tal modo è favorito αl’aggiunta di pesi accessori (come nel nostro caso) per maggiorare la massa del singolo portapeso . I pesi accessori da noi utilizzati, di [image: ]massa 5g, 10g, 25g, si presentano come dischi di metallo del medesimo diametro, ma con spessore variabile in base alla massa dello stesso. 
 (
Figura 
3
: schema per l'osservazione pratica dei valori massimi di seno e coseno
.
) (
Ricordiamo che per quanto riguarda il coseno ed il seno massimo e minimo di un triangolo rettangolo di angolo 
α (vedi fig. 3), è possibile osservare le qui riportate formule (dirette ed inverse)
:
 
 
)Il goniometro da noi fissato, mediante nastro adesivo, sul supporto durante le tre rilevazioni si presenta come un foglio, sul quale è rappresentato, diviso in quattro quadranti di 90° ciascuno, un goniometro. Tuttavia esso può portare lo sperimentatore a commettere errori sistematici (vedi relazione #1), giacché tale xerografia può rendere impreciso lo strumento ed inoltre il filo, grazie al quale è possibile individuare gli angoli descritti da ogni singolo peso (e di conseguenza da ogni singolo vettore), può essere posizionato rispetto al goniometro e viceversa in maniera approssimativa. Sicché se nel calcolo, mediante trigonometria,  ;  dovesse risultare  ; , quindi la somma delle componenti differisce da , ma assume un valore molto prossimo a tale lunghezza vettoriale, è da ritenere comunque corretto il calcolo ed il procedimento, potenzialmente influenzato dagli elementi di cui sopra. 



Esecuzione dell’esperimento

In seguito al montaggio del telaio, come specificato in dettaglio nella premessa teorica, abbiamo proceduto con l’esecuzione del nostro esperimento. Tale esperienza si divide in tre parti, cadauna costituita dalla dimostrazione di equilibrio tra tre distinte masse.
Nel primo caso sono stati da noi utilizzati i tre portapesi (massa di 25g) privi di pesetti accessori. Ciascuno di essi è stato agganciato nelle tre asole del filo, che è sorretto dalle pulegge fissate all’architrave del telaio, ed in seguito, mediante l’utilizzo di nastro adesivo, abbiamo fissato sul supporto il goniometro cartaceo, in maniera tale da far corrispondere il nodo dell’asola centrale del filo (che ne rappresenta la metà, circa) al centro del goniometro, delimitato dal punto di origine degli assi cartesiani che dividono lo strumento in quattro quadranti. In seguito sono state rilevate le ampiezze degli angoli descritti dal filo rispetto all’asse cartesiano (corrispondente a 0°) cui noi abbiamo fatto riferimento. Effettuato il rilevamento delle ampiezze degli angoli descritti, di cui quello dato dal portapeso centrale in ognuno dei tre casi ha ampiezza 0° e corrisponde a P3 nonché all’asse cartesiano –y, con le dovute inclinazioni appena ottenute sono stati tracciati i tre vettori, P1; P2; P3, i quali nel primo caso hanno modulo 4cm (nella realtà tali vettori hanno modulo 25g). Affrontata questa fase è stato costruito il relativo parallelogrammo delle forze, che, seguendo il metodo riportato in premessa teorica, ha dimostrato graficamente o quantitativamente il legame di equilibrio tra le tre masse. Ulteriore verifica è quella trigonometrica, avvenuta in seguito alla scomposizione dei tre vettori (P1; P2; P3) nei componenti e nelle componenti. Tali fasi sono state svolte per tre volte, con masse differenti in ognuna. Qui di seguito verrà riportato l’esito delle tre sperimentazioni. Da osservare è che la scala di rappresentazione del vettore, nei casi 2 e 3, fa corrispondere 10g nella realtà a 1cm sul goniometro per la verifica quantitativa. Inoltre è essenziale rammentare che la verifica trigonometrica è stata applicata ai vettori graficamente rappresentata, sicché i moduli presenti nelle operazioni di trigonometria corrisponderanno a quelli visibili nei goniometri cartacei in calce. Tuttavia la rappresentazione grafica vanta delle scale di rappresentazione le quali si attengono fedelmente a ciò che nella realtà è stato da noi osservato, serbandone indi il significato. Aspetto fondamentale per la corretta riuscita della sperimentazione è la considerazione delle componenti e di conseguenza gli angoli ai quali, osservando le componenti, è possibile applicare i principi trigonometrici. A scanso di equivoci sono state evidenziate, nei goniometri cartacei riportati in seguito, le componenti e gli angoli, nonché i vettori e tutte le altre parti da noi considerate per lo svolgimento dell’esperienza.

Caso 1.

· Pesi di massa (da sinistra a destra quando montati sul telaio): 25g, 25g, 25g.
· Vettori di modulo (mantenendo l’ordine fissato al punto precedente): 4cm, 4cm, 4cm.
· Ampiezza α: 30°.
· Ampiezza β: 30°.

	
	Le componenti di P1
	Le componenti di P2
	Le componenti di P3

	x
	3,46
	-3,46
	0

	y
	2,00
	2,00
	-4

	
	
	
	

	
	
	
	



I calcoli relativi all’individuazione delle componenti presenti nella tabella sono i seguenti:
· 
· 
· 
· 
· 
· 
Talune componenti sopra riportate hanno valore negativo giacché esso è determinato dalla presenza di fattori negativi all’interno della formula trigonometrica per il calcolo di data componente. I fattori negativi sono da considerarsi, per quanto concerne l’asse delle x, tutte le componenti che si sviluppano dall’origine verso sinistra, mentre, per quanto riguarda l’asse delle y, sono da considerarsi negative tutte le componenti che si sviluppano dall’origine verso il basso. Tuttavia questi criteri molto pratici seguono le medesime regole applicate nella geometria euclidea e piana, sicché non è un concetto assai difficoltoso da apprendere. Tutto questo varrà per ogni caso da noi analizzato e considerato. 
[image: E:\EPSCAN\001\EPSON001.JPG]Inoltre tale situazione sopra analizzata esplicita un caso particolare, dove i vettori peso (P(1, 2, 3)) assumono medesimo modulo, ovvero i portapesi hanno stessa massa. Sicché è immediato all’occhio capire che tra le tre masse esiste equilibrio statico. Altro chiaro segno della presenza di tale equilibrio sono gli angoli compresi tra P3, P1 e P3, P2 che presentano la medesima ampiezza di 120° cadauno.
L’immagine in seguito riportata è la dimostrazione grafica di quanto precedentemente dimostrato mediante la trigonometria. Dall’immagine è possibile notare che il parallelogrammo delle forze, costruito mediante i metodi esplicati nella premessa teorica, coincide con le componenti dei vettori P1 e P2. Apparentemente può risultare difficile comprendere come possa esistere equilibrio statico osservando il parallelogramma delle forze, giacché il vettore somma, a differenza dei casi seguenti, non appare esplicitamente ed evidentemente opposto a P3, tuttavia osservando i componenti dei vettori P1 e P2 si noterà come essi siano due sovrapposti, sicché la loro somma è esattamente congruente a P3.



Caso 2.

· Pesi di massa (da sinistra a destra quando montati sul telaio): 30g, 50g, 40g.
· Vettori di modulo (mantenendo l’ordine fissato al punto precedente): 3cm, 5cm, 4cm.
· Ampiezza α: 52°
· Ampiezza β: 35°

	
	Le componenti di P1
	Le componenti di P2
	Le componenti di P3

	x
	2,46
	-2,46
	0

	y
	3,15
	1,72
	-5,00

	
	
	
	

	
	
	
	




I calcoli trigonometrici per lo sviluppo di codesta tabella sono:
· 
· 
· 
· 
· 
· 

Come anticipato nella premessa teorica di questa relazione, possiamo notare all’interno della tabella di cui sopra un’incongruenza con quanto teoricamente enunciato. Infatti la sommatoria delle componenti di lungo y non restituisce un vettore di modulo , ma di un valore differente. Tuttavia, a causa dell’imprecisione della strumentazione a nostra disposizione e a causa di noi stessi sperimentatori (errori sistematici, vedi relazione #1) il risultato, molto prossimo a  può essere considerato attendibile ed esplicativo della presenza di equilibrio statico tra le tre masse.
[image: E:\EPSCAN\001\EPSON002.JPG]Qui in calce è riportata la verifica quantitativa grafica di quanto sin’ora discusso, con la costruzione del parallelogrammo delle forze.
 Come è possibile osservare la presenza del parallelogrammo, e di conseguenza l’equilibrio statico, è deducibile osservando l’angolo differenza tra la somma di quelli descritti dai vettori P1 eP2 e l’angolo piatto dato dagli assi cartesiani reggenti i vettori. Tale angolo ha un’ampiezza di 90°, od una molto prossima ma dissimile a causa degli errori precedentemente ribaditi, sicché una qualunque figura piana avente quattro lati ed un angolo retto (di 90°) è giocoforza un parallelogramma. E’ indi dimostrato l’equilibrio statico.

Caso 3.

· Pesi di massa (da sinistra a destra quando montati sul telaio): 45g, 50g, 40g.
· Vettori di modulo (mantenendo l’ordine fissato al punto precedente): 4,5cm, 5cm, 4cm.
· Ampiezza α: 30°
· Ampiezza β: 39°

	
	Le componenti di P1
	Le componenti di P2
	Le componenti di P3

	x
	3,46
	-3,50
	0

	y
	2
	2,83
	-5,00

	
	
	
	

	
	
	
	




I calcoli trigonometrici per lo sviluppo di codesta tabella sono:
· 
· 
· 
· 
· 
· 5

Anche in questa tabella è possibile osservare quanto espresso e ribadito in precedenza circa gli errori e l’approssimazione delle sommatorie delle componenti di lungo x e y, tuttavia, come dimostrato anche dalla verifica quantitativa, sussiste equilibrio statico tra le tre lunghezze vettoriali date dal peso. 
Quest’ultimo esempio dimostra come i metodi grafici e trigonometrici siano sempre validi sia in casi e circostanze particolari (casi 1 e 2), ma anche in applicazioni casuali ed ordinarie.
Viene indi riportata l’ultima immagine per la verifica quantitativa.
[image: E:\EPSCAN\001\EPSON003.JPG]



















Conclusione

Nel corso di questa interessante esperienza di laboratorio abbiamo potuto verificare, in maniera tangibile, concetti, come quelli di equilibrio statico e grandezza vettoriale, complessi se esposti solo teoricamente. Tuttavia l’opportunità dataci ha fruttato un ampliamento della nostra conoscenza individuale su questo campo, apparentemente astratto, ma in effetti strettamente legato alla realtà quotidiana. 
L’esperimento è stato eseguito col massimo rigore e ha reso verificato quanto ipotizzato in precedenza circa i concetti alla base della sperimentazione. Tale esperienza ha inoltre consentito ad ognuno di noi di toccare con mano i rudimenti della fisica, ai quali sono stati applicati i concetti precedentemente studiati come basi. L’esperimento è quindi riuscito, seppur le piccole imprecisioni dovute agli errori casuali (vedi relazione #1), e ha dimostrato pienamente quello che altrimenti sarebbe rimasto sola teoria, completamente distaccata dalla realtà quotidiana.
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