
 Come è ben noto, il problema dell’estrazione di radice quadrata si presentò per la prima volta ai matematici della scuola pitagorica, i quali, dopo aver calcolato l’area del quadrato costruito sull’ipotenusa come somma di quelle dei quadrati costruiti sui cateti di un triangolo rettangolo, sentirono l’esigenza di determinare la lunghezza di tale ipotenusa. E’ stata quest’esigenza, del resto, che ha condotto alla scoperta e all’utilizzo dei numeri irrazionali (e quindi del concetto di “numero reale”). Meno noto è invece il fatto che i Greci, oltre che dalle mire egemoniche dei persiani, dei macedoni e dei romani, furono assillati anche dal problema dell’estrazione di radice cubica.

 La leggenda racconta che tutto cominciò a causa di una pestilenza che colpì Atene durante la seconda guerra del Peloponneso. Siccome a quei tempi (come testimoniano anche l’Iliade e la Bibbia) le malattie erano considerate punizioni divine, causate da qualche peccato commesso da noi mortali, gli ateniesi si affrettarono ad inviare una legazione all’oracolo di Delo, che a quei tempi era popolare quasi quanto lo è oggi Vittorio Sgarbi e, come questi, era (a torto) ritenuto intendersene un po’ di tutto. Lo stesso oracolo aveva già predetto a Creso, re della Lidia, che se fosse sceso in guerra contro Ciro, imperatore di Persia, avrebbe “distrutto un grande regno”; e siccome Creso era stato duramente sconfitto, ed il “grande regno” che aveva distrutto era stato il proprio, confermando così le parole dell’oracolo, si può ben capire quante speranze riponessero in esso gli sventurati ateniesi.

 Come sempre, però, l’oracolo si dimostrò piuttosto oscuro, in quanto rispose che il responsabile della pestilenza era stato Apollo, scontento del fatto che la sua ara sull’acropoli era troppo piccola, e quindi non vi era su di essa abbastanza spazio per le offerte in suo onore. Per placare l’ira del Dio, la Sibilla suggerì (testuali parole) di “raddoppiare l’ara di Apollo”, che era di forma perfettamente cubica.

 Naturalmente, i concittadini di Pericle si affrettarono a raddoppiare lo spigolo di tale cubo, ma la pestilenza non solo non cessò, ma anzi infierì ancor peggio di prima. Ci fu finalmente chi si rese conto che, raddoppiando lo spigolo, il volume dell’altare era aumentato di otto volte, cosa che al dio Apollo evidentemente non stava bene, se era davvero così pignolo e permaloso come lo descrive la famosa puntata di Star Trek intitolata appunto “Dominati da Apollo”!

 Siccome a quel tempo non vi erano ne’ calcolatrici, ne’ tantomeno computer, le costruzioni geometriche si potevano fare unicamente con riga e compasso; non è perciò difficile capire che quello che da allora venne conosciuto universalmente come il “problema di Delo”, si presentava davvero come un vero rompicapo. Ben 2200 anni dopo la formulazione di questo problema di duplicazione, fu finalmente dimostrato che esso NON è assolutamente risolubile facendo uso unicamente di riga e compasso (a differenza, per esempio, della duplicazione del quadrato), esattamente come gli altri due “arzigogoli” con cui si cimentarono i matematici della Grecia classica: la rettificazione della circonferenza e la trisezione dell’angolo. Tuttavia, alcuni anni dopo la terribile (e leggendaria) pestilenza all’ombra del Partenone, uno studioso oggi poco noto, Ippocrate di Chio, trovò una possibile soluzione per questo dilemma. La sua opera principale, “Elementi di Geometria”, è purtroppo andata perduta, ma ce ne restano ampi e dettagliati resoconti nelle opere (più tarde) di Aristotele e di Proclo. Benchè egli abbia rivolto quasi tutti i suoi sforzi alla quadratura del cerchio, sforzi sostanzialmente falliti, Ippocrate (da non confondersi con il suo omonimo nativo di Coo, padre della scienza medica) ottenne significativi risultati unicamente nel tentativo di duplicare il famoso altare di Apollo.

 Ecco il ragionamento da lui seguito. Per trasformare un rettangolo di lati a e b in quadrato di lato x, occorre trovare un numero reale x tale che:

                              a b = x2
 Ciò, in pratica, equivale ad inserire un medio proporzionale tra a e b:

                              a : x = x : b

 Siccome Ippocrate di Chio era in grado di costruire facilmente con riga e compasso la soluzione di questo problema, egli si chiese se era possibile risolvere anche il problema, più generale, dell’inserimento di DUE medi proporzionali tra a e b; due numeri x ed y, cioè, tali che:

                         a : x = x : y = y : b

 Risolvere questo problema equivale a risolvere quello della duplicazione del cubo. Infatti, dalla proporzione di sinistra si ricava:

                              a y = x2                          (1)

e da quella di destra:

                              x b = y2                          (2)

 Elevando al quadrato ambi i membri della (1) si ha:

                              a2 y2 = x4
e sostituendo in esso la (2), dopo aver eseguito le debite semplificazioni, si ottiene:

                              a2 b = x3                        (3)

 Se ora nella (3) noi sostituiamo b = 2 a, si ottiene subito:

                              x3 = 2 a3
 Se dunque a era lo spigolo dell’ara di Apollo al tempo della famosa pestilenza, x rappresenta lo spigolo di un’ara cubica di volume doppio, esattamente come richiesto dall’esigente divinità. Ippocrate di Chio concluse così che trovare la radice cubica di a equivale ad inserire due medi proporzionali tra a e 2a.

 Come tuttavia è facile intuire, con ciò il problema NON è stato affatto risolto, bensì solo REIMPOSTATO. Infatti, costruire con riga e compasso questi due medi proporzionali è altrettanto difficile (oggi sappiamo impossibile) quanto raddoppiare il volume di un cubo avendo a disposizione solo i primitivi strumenti (concettuali e grafici) del IV secolo a.C. Per restare nell’ambito della cultura greca, questo mi ricorda tanto la disavventura capitata agli sfortunati marinai di Ulisse che, per sfuggire ai gorghi di Cariddi, furono ghermiti e divorati dalla sanguinaria Scilla.

 A compiere un passo decisivo verso l’individuazione di una via d’uscita da questo labirinto cretese furono Archita di Taranto (428-365 a.C.) e suo fratello Menecmo, due dei più grandi matematici del loro tempo, che si occuparono delle SEZIONI CONICHE, cioè di quelle curve che si ottengono sezionando la superficie di un cono indefinito con un piano variamente inclinato non passante per il suo vertice. Apparentemente sembra che ellisse, iperbole e parabola nulla abbiano a che vedere con il cubo e con la sua duplicazione, ma non è affatto così. Infatti, non è necessario essere dei geni per rendersi conto che la (1) e la (2) sono equazioni di coniche nel piano cartesiano x0y. Ovviamente Archita e Menecmo nulla sapevano di geometria analitica così come la intendiamo noi oggi, le cui basi furono poste da René Descartes (Cartesio, 1596-1650) solo nel 1628. Studi recenti hanno però potuto dimostrare che Cartesio non fece altro, sostanzialmente, che riscoprire (in forma più moderna) quanto Menecmo aveva già elaborato 2000 anni prima, in ciò preceduto anche da un grande scienziato e poeta persiano, Omar Khayyam (1050-1122).

 In breve, Menecmo si rese conto che avrebbe potuto risolvere il rompicapo di Delo utilizzando la famiglia di curve ottenute secando la superficie conica indefinita con un piano parallelo all’asse del cono: sono quelle che noi oggi chiamiamo PARABOLE. Non sono infatti parabole le curve ottenute rappresentando la (1) e la (2)? La prima ha l’asse parallelo all’asse x, la seconda ce lo ha parallelo all’asse y; il punto in comune tra queste due curve rappresenta l’incognita del problema di Delo, perché è la stessa x che soddisfa alla (3). Se allora poniamo ancora b = 2a, la duplicazione del cubo si riduce alla costruzione e all’intersezione di due parabole come quelle visibili in figura a pagina seguente. Archita si rese poi conto che la radice cubica x si ottiene intersecando addirittura TRE curve (non dimentichiamo che tre, per gli antichi, era il numero della perfezione divina), potendosi aggiungere un’IPERBOLE EQUILATERA. Se prendo infatti gli estremi della proporzione scritta sopra:

                            a : x = y : b

risulta ovvio che essa equivale all’equazione dell’iperbole:

                           x y = a b = 2 a2
che, ovviamente, interseca ciascuna delle precedenti parabole nello stesso punto in cui esse si intersecano tra di loro. Costruendo per punti queste tre curve e trovando dove esse si tagliano, è dunque possibile risolvere il problema di Delo con  la  precisione
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voluta. E’ comunque evidente il fatto che tale costruzione NON è realizzabile facendo uso unicamente di riga e compasso, ma richiede strumenti grafici più complessi e, soprattutto, NON si può effettuare in modo preciso al 100 % come la duplicazione del quadrato. Un secolo dopo un altro grande matematico, Diocle, scoprì che, per mezzo della geometria analitica, è possibile dare una soluzione grafica anche alla rettificazione della circonferenza, per mezzo di una curva oggi nota come CISSOIDE (troppo complicata perché se ne discuta in questa sede), che interseca l’asse x in un punto che ha, appunto, ascissa pari a pi greco.

 Menecmo, il principale artefice della duplicazione dell’ara di Apollo, era sicuramente consapevole delle immense potenzialità della geometria delle coniche da lui elaborata, grazie alla scoperta di numerose loro proprietà, tra cui l’esistenza degli ASINTOTI, che gli avrebbero permesso di operare con gli equivalenti delle moderne equazioni da me scritte in queste pagine. Proclo (410-485), il capo della scuola neoplatonica negli anni del declino dell’impero romano, riferisce nel suo “Commento” agli elementi di Euclide che « Menecmo era tra coloro che fecero più perfetta la geometria », e non c’è da dubitarne, visto il balzo in avanti che fece compiere allo studio delle coniche. In una lettera al re di Egitto Tolomeo Evergete, il grande Eratostene attribuisce interamente a lui il merito della duplicazione del cubo, citando il metodo che consiste nel “tagliare il cono nelle triadi di Menecmo”. Che questi fosse un grande, del resto, lo testimonia il fatto che fu lui ad insegnare la matematica nientemeno che ad Alessandro il Macedone; un giorno, il futuro conquistatore dell’impero persiano gli chiese se non esisteva una “scorciatoia” per imparare più facilmente la geometria, ma il nostro matematico gli rispose: « Mio re, per viaggiare attraverso i paesi vi sono strade per i re e strade per i cittadini comuni, ma per la geometria vi è un’unica strada per tutti! »

 E questa incontestabile verità, dopotutto, vale anche per noi.
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