Laboratorio di fisica


Calcolo della dimensione frattale
Obiettivo
Prendere coscienza del fatto (poco intuitivo) che non esistono solo corpi in una, due o tre dimensioni, ma altri il cui numero di dimensioni è decimale.

Materiale occorrente

Carta stagnola, calibro, bilancia elettronica di precisione, carta bilogaritmica, foglio elettronico (ad es. MS Excel).

Premessa teorica

« Delle grandezze, quella che ha una dimensione è la linea, quella che ne ha due è la superficie, quella che ne ha tre è corpo, e al di fuori di queste non si danno altre grandezze », diceva Aristotele 23 secoli e mezzo fa. Oggi dovrebbe ricredersi, dopo la scoperta dei frattali ad opera di Benoit B. Mandelbrot.

Si dice frattale una struttura tale che una piccola parte di esso riproduce in scala ridotta la struttura intera; tale proprietà è detta di autosomiglianza (self-similarity), e caratterizza entità diversissime dell'universo, dalle galassie agli abeti, dai polmoni umani alla frequenza dell'uso delle parole in un quotidiano. 
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Per spiegare tale inusuale proprietà, Mandelbrot generalizza alcuni classici concetti matematici, tra i quali quello del numero di dimensioni di un corpo. Se esso viene calcolato per oggetti regolari (fogli, cilindri, sfere, ecc...), esso assume i consueti valori interi cui faceva riferimento Aristotele nel brano sopra riportato; ma, nel caso di una struttura come per es. il contorno dell'isola di Sardegna, ci si può rendere conto che non è così. Infatti esso possiede un numero grandissimo di insenature e rientranze, la sua lunghezza è dunque assai superiore a quella che appare ad occhio nudo, ed esso ha più dell'unica dimensione associatagli da Aristotele. Così una superficie irregolare come quella di una spugna ha più di due sole dimensioni. Si potrà parlare di 1,4 oppure di 2,7 dimensioni. Perciò, la differenza di natura tra diversi oggetti è ricondotta al calcolo della differenza tra le loro dimensioni.
Lo studio dei frattali ha ricevuto grande impulso negli ultimi anni, perché solo mediante l'uso dei frattali è possibile generare e rendere visibili degli oggetti irregolari ed aleatori dotati di autosomiglianza, così come solo con simulazioni al calcolatore è possibile ricostruire paesaggi ed oggetti che non esistono a partire da questa basilare proprietà (vedi l'abete a pag. precedente, inesistente in natura ma ricreato mediante simulazione su computer). Scopo di quest'esperienza sarà mostrare il calcolo della dimensione frattale usando materiale povero come può esserlo la carta stagnola, onde dimostrare che questo problema riguarda non soltanto gli studiosi di Matematica ma chiunque voglia accostarsi in termini corretti all'investigazione del reale.
Raccolta delle Osservazioni
Si prendano 10 frammenti di carta stagnola di varia misura, il cui valore è, ai fini dell'esperienza, un parametro ininfluente. Appallottolandoli con ugual grado di compressione, da essi si ricavino altrettante sfere non uniformi sia in raggio che in densità.
Si misuri poi la massa di queste 10 sfere con una bilancia elettronica di precisione. Mediante un calibro a cursore si misuri invece il loro diametro medio, operando almeno cinque misurazioni per ogni sfera ed eseguendone la media aritmetica.
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Trattamento dei dati sperimentali

Riportando sull'asse delle ascisse di una carta bilogaritmica i valori dei raggi medi, e sull'asse delle ordinate della medesima carta i valori delle masse delle dieci sfere di carta stagnola, si può osservare come il grafico così ottenuto sia una retta. Essa corrisponde ad una relazione tra massa M e raggio medio r del tipo:
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dove k è una costante dipendente dal materiale usato, in questo caso alluminio, ed 
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 è chiamata la dimensione frattale.
Se al posto di sferette di carta stagnola avessimo usato sfere d'alluminio piene ed omogenee, il loro volume sarebbe dato da:
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E, detta 
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 la densità dell'alluminio, avremmo facilmente:
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Dalla (1) deduce che la dimensione frattale di queste sfere piene è pari a 3.
Se invece la sfera fosse omogenea ma internamente cava, conterebbe solo la sua superficie 
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; la sua dimensione frattale sarebbe perciò 2. Lo scopo di questa esperienza consiste nel dimostrare che la dimensione frattale delle nostre sferette di stagnola, né completamente piene né completamente vuote, è compresa fra 2 e 3:


[image: image9.wmf]3

2

<

<

a



[image: image10.wmf]a

 viene calcolato come coefficiente angolare della retta sopra disegnata, mentre k è l'intercetta di tale retta con l'asse delle ordinate, perché esso è il valore corrispondente a ln x = 0, cioè ad x = 1.

Ecco alcuni valori da noi ottenuti e tabulati (Mis. = misura; D.m. = diametro medio; R.m. = raggio medio). R è espresso in cm, M in grammi:

	Sfera
	Mis. 1
	Mis. 2
	Mis. 3
	Mis. 4
	Mis. 5
	D.m.
	R.m.
	Massa

	# 1
	1,20
	1,15
	1,17
	1,21
	1,18
	1,182
	0,591
	0,30

	# 2
	1,52
	1,47
	1,53
	1,62
	1,70
	1,568
	0,784
	0,55

	# 3
	2,35
	2,40
	2,28
	2.47
	2,21
	1,423
	1,871
	0,936

	# 4
	2,48
	2,36
	3,00
	2,82
	2,53
	2,638
	1,319
	2,15

	# 5
	2,91
	3,46
	3,32
	3,22
	3,55
	3,292
	1,646
	4,25

	# 6
	4,30
	4,01
	4,47
	4,36
	4,35
	4,298
	2,149
	8,60


Anziché la carta bilogaritmica, l'analisi dei dati può essere condotta in maniera vantaggiosa tramite l'uso del foglio elettronico. A questo scopo, riportiamo i dati sopra ottenuti in MS Excel e calcoliamo direttamente diametro e raggio mediante le corrispondenti, semplici funzioni. Quindi selezioniamo le colonne di raggio e massa ed usiamole per costruire un grafico (Inserisci + Grafico). Scegliamo il tipo Dispersione senza linee; dopo averlo costruito, clicchiamo sopra uno qualunque dei punti del grafico e scegliamo l'opzione Aggiungi linea di tendenza. Adottiamo il tipo Potenza e spuntiamo, nel folder Opzioni, le caselle Visualizza l'equazione sul grafico e Visualizza il valore di R al quadrato sul grafico. Ecco ciò che noi abbiamo ottenuto:
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R2 è il parametro che misura quanto i punti si discostano dall'equazione prevista. Il fatto che qui sia pari al 99,53 % ci dice che la corrispondenza è ottima. In modo automatico, e senza bisogno di passare ai logaritmi, otteniamo subito che la (1) nel nostro caso vale:

[image: image12.wmf]6027

,

2

1473

,

1

r

M

×

=


E quindi 
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 = 2,6. Abbiamo dimostrato che effettivamente esistono oggetti, anche comunissimi, la cui dimensione è intermedia fra 2 e 3!

Comunque noi abbiamo costruito anche un diagramma bilogaritmico calcolando i logaritmi di R e di M, ed ecco il soddisfacente risultato ottenuto:
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Dopo aver eseguito tutte queste misurazioni ed analisi, è conveniente ripeterle anche per oggetti pieni di forma definita. Nel nostro caso noi abbiamo usato cubi di rame dei quali si misura lo spigolo e la massa. Ecco alcuni dati da noi ottenuti:

	Cubo
	Mis. 1
	Mis. 2
	Mis. 3
	spigolo. m.
	Massa

	# 1
	1,00
	1,00
	1,00
	1,000
	9

	# 2
	1,52
	1,50
	1,52
	1,513
	30

	# 3
	2,00
	2,09
	2,10
	2,063
	72

	# 4
	2,50
	2,50
	2,52
	2,507
	137

	# 5
	3,03
	3,02
	3,03
	3,027
	241

	# 6
	4,05
	4,05
	4,01
	4,037
	571


Anche qui la massa è misurata in grammi e lo spigolo medio in cm (ma, essendo la figura regolare, ci siamo limitati a tre misure). Il grafico che si ottiene è:
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La (1) stavolta diventa:
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È possibile notare come stavolta 
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 valga praticamente 3. La costante moltiplicativa invece è assai vicina alla densità del rame, che vale 8,96 g/cm3!
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