Algebra

1 - Insiemi numerici 

L'insieme N

Introduzione 

L'insieme N è l'insieme dei numeri naturali. L'insieme N è un insieme infinito.
Disponendo in ordine crescente, a partire dal numero 0, tutti gli infiniti numeri naturali otteniamo la successione naturale: (0, 1, 2, 3, 4, 5, …)

Addizione in N

La somma di due numeri naturali, detti addendi, è il numero naturale che si ottiene contando, nella successione naturale, di seguito al primo numero naturale, tanti numeri naturali quante sono le unità del secondo numero naturale. L'operazione con cui si ottiene la somma di due numeri naturali si chiama addizione. 

L'addizione è legge di composizione interna
 in N: la somma di due numeri naturali è sempre un numero naturale
.

Il numero 0 è l'elemento neutro dell'addizione in N: la somma di qualunque numero naturale con 0 è uguale al numero naturale stesso.
Proprietà dell'addizione
 in N: 
· commutativa la somma di due o più numeri naturali non cambia cambiando l'ordine in cui i due numeri naturali vengono sommati: 
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La proprietà commutativa permette, in un'espressione
 contenente due o più addizioni, di eseguirle nell'ordine che desideriamo: non è necessario eseguirle nell'ordine dato 

· associativa la somma di tre o più numeri naturali non cambia sostituendo a due o più di essi la loro somma: 
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· dissociativa la somma di due o più numeri naturali non cambia se a uno di essi si sostituiscono due o più numeri naturali la cui somma è uguale al numero naturale sostituito: 
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Sottrazione in N

La differenza di due numeri naturali, detti rispettivamente minuendo e sottraendo, presi in un dato ordine è il numero naturale che addizionato al secondo numero naturale dà come somma il primo numero naturale. L'operazione con cui si ottiene la differenza di due numeri naturali si chiama sottrazione. 

La sottrazione non è legge di composizione interna in N: è necessario che il minuendo sia maggiore o uguale al sottraendo perché la differenza di due numeri naturali sia un numero naturale.

Il numero 0 è l'elemento neutro della sottrazione in N: la differenza tra qualunque numero naturale e 0 è sempre il numero naturale stesso. 
Proprietà della sottrazione in N: 

· invariantiva la differenza tra due numeri naturali non cambia addizionando o, se possibile, sottraendo ai due termini della sottrazione uno stesso numero naturale: 
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In un'espressione contenente due o più sottrazioni, queste vanno eseguite nell'ordine in cui sono scritte: si sottrae il secondo numero naturale al primo; si sottrae il terzo numero naturale alla differenza tra il primo numero naturale e il secondo; e così via, fino a che non siano state esaurite tutte le operazioni di sottrazione indicate nell'espressione (nell'ipotesi che il minuendo sia maggiore o uguale al sottraendo in tutte le operazioni di sottrazione indicate nell'espressione)

Moltiplicazione in N

Il prodotto di due numeri naturali, detti fattori, è il numero naturale che si ottiene addizionando tra loro tanti numeri naturali uguali al primo numero naturale quante sono le unità indicate dal secondo
. L'operazione con cui si ottiene il prodotto di due numeri naturali si chiama moltiplicazione. 

La moltiplicazione è legge di composizione interna in N: il prodotto di due numeri naturali è sempre un numero naturale.

Il numero 1 è l'elemento neutro della moltiplicazione in N: il prodotto tra qualunque numero naturale e 1 è sempre il numero naturale stesso.

Proprietà della moltiplicazione in N: 

· commutativa il prodotto di due o più numeri naturali non cambia cambiando l'ordine dei fattori: 
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La proprietà commutativa permette, in un'espressione contenente due o più moltiplicazioni, di eseguirle nell'ordine che desideriamo: non è necessario eseguirle nell'ordine dato 

· associativa il prodotto di tre o più numeri naturali non cambia sostituendo a due o più di essi il loro prodotto: 
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· dissociativa il prodotto di due o più numeri naturali non cambia se a uno di essi si sostituiscono due o più numeri naturali il cui prodotto è uguale al numero naturale sostituito: 
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· distributiva (rispetto all'addizione o alla sottrazione) per moltiplicare una somma o, se possibile, una differenza per un numero naturale si può moltiplicare ciascun addendo o termine per quel numero naturale per poi addizionare o sottrarre i prodotti ottenuti: 
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Divisione in N

Il quoziente naturale esatto di due numeri naturali, detti rispettivamente dividendo e divisore, è il numero naturale che moltiplicato per il secondo numero naturale dà come prodotto il primo numero naturale
. L'operazione con cui si ottiene il quoziente naturale esatto di due numeri naturali si chiama divisione. 

La divisione non è legge di composizione interna in N: dati due numeri naturali, non sempre esiste un terzo numero naturale che moltiplicato per il secondo numero naturale dia come prodotto il primo numero naturale
.  

Il numero 1 è l'elemento neutro della divisione in N: il quoziente naturale esatto tra qualunque numero naturale e 1 è sempre il numero naturale stesso.

Proprietà della divisione in N: 

· invariantiva il quoziente naturale esatto o il quoziente approssimato tra due numeri naturali non cambia moltiplicando o, se possibile, dividendo i due termini della divisione per uno stesso numero naturale diverso da 0
: 
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In un'espressione contenente due o più divisioni, queste vanno eseguite nell'ordine in cui sono scritte

· distributiva (rispetto all'addizione o alla sottrazione) per dividere una somma o, se possibile, una differenza per un numero naturale diverso da 0 (se tutti gli addendi o tutti i termini sono divisibili per quel numero naturale) si può dividere ciascun addendo o termine per quel numero naturale e poi addizionare o sottrarre i prodotti ottenuti: 
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· Potenza in N
Consideriamo un'espressione contenente solo moltiplicazioni e in cui tutti i fattori siano uguali tra loro: 
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. È possibile abbreviare tale scrittura in 
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 si dice (elevamento a) potenza e si legge "cinque (elevato) alla quarta"; 5 è la base, 4 è l'esponente. 

L'elevamento a potenza è l'operazione che consente di calcolare la potenza di una base; per elevare a potenza una base si calcola il prodotto di tanti fattori uguali alla base quante sono le unità dell'esponente
.

La potenza non è legge di composizione interna in N: 0 elevato alla 0 potrebbe dare come risultato sia 1 (in questo caso, dovremmo dire che qualsiasi numero naturale, compreso lo 0, elevato alla 0 dà come risultato 1) che 0 (in questo caso, dovremmo dire che 0 elevato a qualunque numero naturale, compreso lo 0, dà come risultato 0).

Il numero 1 è l'elemento neutro della potenza in N: la potenza con esponente 1 di ogni numero naturale è sempre il numero naturale stesso
.

Proprietà della potenza in N: 
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Calcolare il valore di un'espressione

Per calcolare il valore di un'espressione si segue il seguente procedimento:
1] se l'espressione non contiene parentesi, le operazioni si eseguono nel seguente ordine: le potenze; le moltiplicazioni e le divisioni nell'ordine in cui sono scritte; le addizioni e le sottrazioni nell'ordine in cui sono scritte
2] se l'espressione contiene parentesi, si devono eliminare le parentesi, cominciando dalle più interne, eseguendo le operazioni in esse contenute seguendo l'ordine esposto nel punto 1]

Richiami di aritmetica

· divisori di un numero naturale un numero naturale si dice divisibile per un secondo numero naturale se il primo numero naturale è multiplo del secondo numero naturale. Lo 0 è divisibile per qualunque numero naturale diverso da 0; i divisori di un numero naturale diverso da 0 sono in numero finito; qualunque numero naturale è divisibile per 1; qualunque numero naturale diverso da 0 è divisibile per se stesso 

· criteri di divisibilità 

· un numero naturale è divisibile per 2 se termina per 0, 2, 4, 6, 8

· un numero naturale è divisibile per 3 se lo è la somma delle sue cifre

· un numero naturale è divisibile per 4 se lo è il numero formato dalle ultime due cifre a destra o se le ultime due cifre a destra sono due 0
· un numero naturale è divisibile per 5 se termina per 0 o per 5

· un numero naturale è divisibile per 6 se è pari e se la somma delle sue cifre è divisibile per 3

· un numero naturale è divisibile per 9 se lo è la somma delle sue cifre

· un numero naturale è divisibile per 11 se la differenza tra la somma delle cifre di posto dispari contate da sinistra verso destra e la somma delle cifre di posto pari contate da sinistra verso destra è 0 o un numero naturale multiplo di 11

· scomposizione di un numero naturale in fattori primi un numero naturale diverso da 0 e da 1 è primo se è divisibile solamente per sé stesso e per 1, è composto se è divisibile per sé stesso, per 1 e per almeno un altro numero naturale maggiore o uguale a 2. 0 e 1 non sono né numeri primi né numeri composti: 2 è il minor numero primo, 4 è il minor numero composto.

Scomporre un numero naturale in fattori primi (o fattorizzare un numero naturale) significa scrivere il numero naturale dato come prodotto di tutti quei numeri primi o loro potenze per cui il numero naturale dato è divisibile. 

Esempio: fattorizziamo il numero naturale 504. Scriviamo il numero naturale dato a sinistra di una riga verticale e il minor numero primo per cui esso è divisibile a destra della stessa riga. Dividiamo il numero naturale dato per il suo primo divisore e scriviamo nella colonna di sinistra il risultato. Continuiamo con questo procedimento fino a che non avremo, nella colonna di sinistra, il numero primo 1. A questo punto, riscriviamo il numero naturale dato come prodotto di tutti i numeri primi o loro potenze per cui è divisibile, a partire dal minore per arrivare al maggiore (ricordando che il numero naturale 1 non è primo e che dunque non andrà scritto nel prodotto):

	504
	2

	252
	2

	126
	2

	63
	3

	21
	3

	7
	7

	1
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· massimo comune divisore (MCD) l'MCD di due o più numeri naturali è il maggiore tra i loro divisori comuni. 

Dati due o più numeri naturali, se il minore di essi è divisore di tutti gli altri, esso è l'MCD dei numeri naturali dati. 

Due o più numeri naturali sono primi tra loro (non primi in assoluto, primi tra loro) se il loro MCD è 1; due numeri consecutivi nella successione naturale sono sempre primi tra loro; due o più numeri naturali primi sono anche primi tra loro.

Per calcolare l'MCD di due o più numeri naturali: si fattorizzano i numeri naturali dati; si moltiplicano tra loro i soli fattori comuni, presi una sola volta e con l'esponente minore con cui compaiono

· minimo comune multiplo (mcm) l'mcm di due o più numeri naturali è il minore dei multipli comuni diversi da 0. 

Dati due o più numeri naturali, se il maggiore di essi è multiplo di tutti gli altri, esso è l'mcm dei numeri naturali dati.

Se due numeri naturali sono primi tra loro, il loro mcm è il loro prodotto.

Per calcolare l'mcm di due o più numeri naturali: si fattorizzano i numeri naturali dati; si moltiplicano tra loro i fattori primi comuni, presi una sola volta e con l'esponente maggiore con cui compaiono

L'insieme QaN
Frazioni 

L'operazione di divisione di due numeri naturali può dare luogo o a un quoziente naturale esatto o a un quoziente approssimato e un resto. Introducendo un nuovo simbolo, diventa possibile dire che ogni divisione dà come risultato un quoziente esatto. Il simbolo che indica il quoziente esatto di due numeri naturali è chiamato frazione ed è di questo tipo: 
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. La lettera a indica il dividendo, qui chiamato numeratore, la lettera b indica il divisore, qui chiamato denominatore, la linea che li separa è la linea di frazione.

Poiché una frazione non è altro che una divisione scritta in maniera differente, possiamo applicare alle frazioni la proprietà invariantiva della divisione e affermare che ogni frazione ha infinite frazioni ad essa equivalenti e equivalenti tra loro
. Un insieme che contenga tutte le infinite frazioni tra loro equivalenti è una classe di frazioni equivalenti; una classe di frazioni equivalenti è detta numero razionale assoluto; l'insieme Qa è l'insieme infinito dei numeri razionali assoluti.
Una frazione può essere: propria (il numeratore è minore del denominatore); impropria (il numeratore è maggiore del denominatore); apparente (il numeratore è multiplo del denominatore). Ogni numero naturale è rappresentato da un insieme di frazioni apparenti tra loro equivalenti, perciò l'insieme N è un sottoinsieme di Qa
:
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Di norma, si rappresenta una classe di frazioni equivalenti, e dunque ogni numero razionale assoluto, con la frazione ridotta ai minimi termini. Una frazione è ridotta ai minimi termini o irriducibile quando numeratore e denominatore sono numeri primi tra loro. Per ridurre una frazione ai minimi termini, è possibile: 1] dividere successivamente numeratore e denominatore per un loro divisore comune fino a che non siano primi tra loro oppure: 2] dividere numeratore e denominatore per il loro MCD. 

Per ridurre due o più frazioni irriducibili allo stesso denominatore: 

· si calcola l'mcm dei denominatori; chiameremo l'mcm dei denominatori minimo comun denominatore (mcd)

· si trasforma ogni frazione data in una frazione avente: come numeratore, il prodotto tra il numeratore della frazione data e il quoziente tra l'mcd e il denominatore della frazione data; come denominatore, l'mcd

Addizione in Qa
La somma di due o più frazioni aventi uguale denominatore è una frazione avente per denominatore uguale denominatore e per numeratore la somma dei numeratori. 

L'addizione è legge di composizione interna in Qa: la somma di due frazioni è sempre una frazione.

Il numero 0 è l'elemento neutro dell'addizione in Qa: la somma di qualunque frazione con 0 è uguale alla frazione stessa.

Proprietà dell'addizione in Qa: 

· commutativa 
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La proprietà commutativa permette, in un'espressione contenente due o più addizioni, di eseguirle nell'ordine che desideriamo: non è necessario eseguirle nell'ordine dato 

· associativa 
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· dissociativa 
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Sottrazione in Qa
La differenza di due frazioni aventi uguale denominatore è una frazione avente per denominatore uguale denominatore e per numeratore la differenza dei numeratori. 

La sottrazione non è legge di composizione interna in Qa: è necessario che il minuendo sia maggiore o uguale al sottraendo perché la differenza di due frazioni sia una frazione.

Il numero 0 è l'elemento neutro della sottrazione in Qa: la differenza tra qualunque frazione e 0 è sempre la frazione stessa. 

Proprietà della sottrazione in Qa: 

· invariantiva 
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In un'espressione contenente due o più sottrazioni, queste vanno eseguite nell'ordine in cui sono scritte: si sottrae la seconda frazione alla prima; si sottrae la terza frazione alla differenza tra la prima frazione e la seconda; e così via, fino a che non siano state esaurite tutte le operazioni di sottrazione indicate nell'espressione (questo, nell'ipotesi che il minuendo sia minore del sottraendo in tutte le operazioni di sottrazione indicate nell'espressione)

Moltiplicazione in Qa
Il prodotto di due o più frazioni è una frazione avente per denominatore il prodotto dei denominatori e per numeratore il prodotto dei numeratori
.  
La moltiplicazione è legge di composizione interna in Qa: il prodotto di due frazioni è sempre una frazione.

Il numero 1 è l'elemento neutro della moltiplicazione in Qa: il prodotto tra qualunque frazione e 1 è sempre la frazione stessa.

Proprietà della moltiplicazione in Qa: 

· commutativa 
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La proprietà commutativa permette, in un'espressione contenente due o più moltiplicazioni, di eseguirle nell'ordine che desideriamo: non è necessario eseguirle nell'ordine dato 

· associativa 
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· dissociativa 
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· distributiva (rispetto all'addizione o alla sottrazione) 
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Divisione in Qa
Il quoziente esatto tra due frazioni si ottiene moltiplicando la prima frazione per il reciproco o inverso della seconda frazione
. 

La divisione non è legge di composizione interna in Qa: una frazione con 0 al denominatore può essere indeterminata, se il numeratore è 0, o priva di senso, se il numeratore è maggiore o uguale a 1.  

Il numero 1 è l'elemento neutro della divisione in Qa: il quoziente esatto tra qualunque frazione e 1 è sempre la frazione stessa.

Proprietà della divisione in Qa: 

· invariantiva 
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In un'espressione contenente due o più divisioni, queste vanno eseguite nell'ordine in cui sono scritte

· distributiva (rispetto all'addizione o alla sottrazione) 
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Potenza in Qa
La potenza di una frazione con un numero naturale come esponente è la frazione avente per numeratore la potenza del numeratore e per denominatore la potenza del denominatore.

La potenza non è legge di composizione interna in Qa: 
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 non ha senso; 
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Il numero 1 è l'elemento neutro della potenza in Qa: la potenza con esponente 1 di ogni frazione è sempre la frazione stessa
.

Proprietà della potenza in Qa: 
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Calcolare il valore di un'espressione

Per calcolare il valore di un'espressione si segue il seguente procedimento:

1] se l'espressione non contiene parentesi, le operazioni si eseguono nel seguente ordine: le potenze; le moltiplicazioni e le divisioni nell'ordine in cui sono scritte; le addizioni e le sottrazioni nell'ordine in cui sono scritte

2] se l'espressione contiene parentesi, si devono eliminare le parentesi, cominciando dalle più interne, eseguendo le operazioni in esse contenute seguendo l'ordine esposto nel punto 1]

Frazioni decimali e numeri decimali
Una frazione decimale è una frazione che ha al denominatore una potenza di dieci
. Una frazione ordinaria è una frazione che non ha al denominatore una potenza di dieci. Tutte le frazioni sono generatrici, equivalgono cioè a un numero decimale
.  
Una frazione decimale equivale a: 

· un numero decimale limitato (o finito) per scrivere una frazione decimale sotto forma di numero decimale limitato, si separano con la virgola, da destra verso sinistra, tante cifre del numeratore quanti sono gli 0 del denominatore: 
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; per scrivere un numero decimale limitato sotto forma di frazione decimale, si scrive al numeratore il numero naturale che si ottiene sopprimendo la virgola nel numero decimale limitato e al denominatore la cifra 1 seguita da tanti 0 quante sono le cifre decimali del numero decimale limitato: 
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Una frazione ordinaria può equivalere a:

· un numero decimale limitato (o finito) una frazione ordinaria che ha come fattori primi del proprio denominatore o 1] solo il numero naturale due o 2] solo il numero naturale cinque o 3] entrambi è equivalente a una frazione decimale
 e dunque a un numero decimale limitato: 
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· un numero decimale periodico semplice un numero decimale periodico semplice è un numero decimale in cui una cifra o un gruppo di cifre subito dopo la virgola, il periodo
, si ripete all'infinito. Una frazione ordinaria che non ha come fattori primi del proprio denominatore né il numero naturale due né il numero naturale cinque dà origine a un numero decimale periodico semplice. Per scrivere una frazione ordinaria sotto forma di numero decimale periodico semplice, è necessario eseguire la divisione; per scrivere un numero decimale periodico semplice sotto forma di frazione ordinaria, si scrive: al numeratore, il numero decimale periodico semplice, senza la virgola e senza il simbolo che indica il periodo, diminuito del numero naturale formato da tutte le cifre che precedono il periodo; al denominatore, tanti 9 quante sono le cifre del periodo. Se possibile, si riduce la frazione ottenuta ai minimi termini: 
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· un numero decimale periodico misto un numero decimale periodico misto è un numero decimale periodico in cui il periodo è preceduto da una cifra o da un gruppo di cifre, poste dopo la virgola e chiamate antiperiodo, che non si ripetono. Una frazione ordinaria che ha come fattori primi del proprio denominatore: o 1] solo il numero naturale due o 2] solo il numero naturale cinque o 3] entrambi E altri numeri dà origine a un numero decimale periodico misto. Per scrivere una frazione ordinaria sotto forma di numero decimale periodico misto, è necessario eseguire la divisione; per scrivere un numero decimale periodico misto sotto forma di frazione ordinaria, si scrive: al numeratore, il numero decimale periodico misto, senza la virgola e senza il simbolo che indica il periodo, diminuito del numero naturale formato da tutte le cifre che precedono il periodo; al denominatore, tanti 9 quante sono le cifre del periodo seguiti da tanti 0 quante sono le cifre dell'antiperiodo. Se possibile, si riduce la frazione ottenuta ai minimi termini: 
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È possibile eseguire operazioni sui numeri decimali limitati senza scriverli come frazioni, mentre non è possibile eseguire operazioni sui numeri decimali periodici semplici o misti senza scriverli come frazioni. 

L'insieme QN
L'insieme dei numeri reali 

Negli insiemi N e Q non è possibile indicare quantità negative; i numeri naturali e i numeri razionali assoluti sono tutti numeri positivi, tranne lo 0. Se però utilizziamo il segno + sia come indicatore dell'operazione di addizione sia come indicatore di quantità positive, allora abbiamo la possibilità di usare allo stesso modo il segno - , che verrà così a indicare sia l'operazione di sottrazione che le quantità negative. Bisognerà solo prestare attenzione, per comprendere correttamente il significato di volta in volta espresso dai due segni. 
Ogni numero razionale assoluto preceduto dal segno + sarà allora un numero razionale relativo positivo, ogni numero razionale assoluto preceduto dal segno - sarà allora un numero razionale relativo negativo. Anche lo zero sarà considerato un numero razionale relativo, sebbene privo di segno in quanto indicatore di quantità nulle. 

I numeri razionali relativi positivi e negativi si compongono di un valore assoluto o modulo, cioè il valore aritmetico del numero razionale relativo, e di un segno, cioè il simbolo che indica il valore, positivo o negativo, del numero relativo. Per esempio, nel numero +5, + indica il valore positivo, mentre 
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 indica il valore aritmetico.

Due numeri razionali relativi possono essere: concordi, quando hanno lo stesso segno; discordi, quando hanno segni diversi; opposti, quando hanno segni diversi ma uguale valore assoluto; uguali, quando hanno lo stesso segno e lo stesso valore assoluto. Il numero relativo zero può essere solo opposto di sé stesso.

Abbiamo già visto che tutti i numeri decimali limitati e tutti i numeri decimali illimitati periodici sono equivalenti a frazioni. E abbiamo visto che alcune frazioni sono apparenti: una volta ridotte ai minimi termini sono dei numeri interi, con denominatore 1, che abbiamo chiamato numeri naturali. I numeri naturali, una volta dotati di segno e insieme al numero 0, formano l'insieme infinito Z dei numeri interi relativi. Tutte le frazioni, una volta dotate di segno e insieme al numero 0, formano invece l'insieme infinito Q dei numeri razionali relativi. 

Esistono delle operazioni, diverse dalla divisione, che generano numeri decimali in alcun modo trasformabili in frazioni esatte, con numeratore e denominatore entrambi interi; si tratta dei numeri decimali illimitati non periodici. Di queste operazioni  e di questi numeri ci occuperemo in seguito; al momento, basti dire che l'insieme dei numeri decimali illimitati non periodici è l'insieme I dei numeri irrazionali e che l'unione dell'insieme I dei numeri irrazionali con l'insieme Q dei numeri razionali relativi genera l'insieme R dei numeri reali.

Esistono anche numeri che non fanno parte dell'insieme R, come i numeri immaginari e i numeri complessi. Anche di questi numeri ci occuperemo in seguito. 

Tabella degli insiemi numerici fondamentali
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Addizione algebrica in Q
La somma di due o più numeri razionali relativi concordi è il numero razionale relativo che ha per segno lo stesso segno dei due numeri razionali relativi e per valore assoluto la somma dei valori assoluti dei due numeri razionali relativi. La somma di due numeri razionali relativi discordi è il numero razionale relativo che ha per segno il segno del numero razionale relativo con il maggior valore assoluto e per valore assoluto la differenza tra il maggior valore assoluto e il minor valore assoluto. La differenza di due numeri razionali relativi dati in un certo ordine è uguale alla somma del primo numero razionale relativo con l'opposto del secondo numero razionale relativo. Per questo, in Z e in Q, nella pratica non abbiamo sia addizioni che sottrazioni, ma solo addizioni, dette in questo caso addizioni algebriche.

L'addizione algebrica è legge di composizione interna in Z: la somma di due numeri interi relativi è sempre un numero intero relativo. L'addizione algebrica è legge di composizione interna in Q: la somma di due numeri razionali relativi è sempre un numero razionale relativo.
Il numero 0 è l'elemento neutro dell'addizione algebrica in Z e in Q: la somma di qualunque numero intero o razionale relativo con 0 è uguale al numero stesso.

Proprietà dell'addizione algebrica in Z e in Q: 

· commutativa 
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La proprietà commutativa permette, in un'espressione contenente due o più addizioni, di eseguirle nell'ordine che desideriamo: non è necessario eseguirle nell'ordine dato 

· associativa 
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· dissociativa 
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La sottrazione è legge di composizione interna in Z: non è necessario che il minuendo sia maggiore o uguale al sottraendo perché la differenza di due numeri interi relativi sia un numero intero relativo. La sottrazione è legge di composizione interna in Q: non è necessario che il minuendo sia maggiore o uguale al sottraendo perché la differenza di due numeri razionali relativi sia un numero razionale relativo.
Il numero 0 è l'elemento neutro della sottrazione in Z e in Q: la differenza tra qualunque numero intero o relativo e 0 è sempre il numero stesso. 

Proprietà della sottrazione in Z e in Q: 

· invariantiva 
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In un'espressione contenente due o più sottrazioni, queste vanno eseguite nell'ordine in cui sono scritte: si sottrae il secondo numero al primo; si sottrae il terzo numero alla differenza tra il primo numero e il secondo; e così via, fino a che non siano state esaurite tutte le operazioni di sottrazione indicate nell'espressione (questo, nell'ipotesi che il minuendo sia minore del sottraendo in tutte le operazioni di sottrazione indicate nell'espressione)

Addizione algebrica in Z e in Q: procedure pratiche

Per calcolare il valore algebrico di un'espressione algebrica in cui compaiono solo addizioni algebriche si può procedere in due modi: 1] si eseguono le addizioni algebriche cominciando da quelle contenute nelle parentesi più interne 2] si sopprimono le parentesi, cominciando dalle più interne, e i segni che le precedono prima di addizionare tra loro tutti i termini; è necessario cambiare il segno di tutti i termini inseriti in parentesi precedute dal segno - e mantenere il segno di tutti i termini inseriti in parentesi precedute dal segno +. 

Moltiplicazione in Z e in Q
Il prodotto di due o più numeri interi o razionali relativi è il numero intero o razionale relativo che ha per valore assoluto il prodotto dei valori assoluti dei numeri dati e per segno il segno + se i fattori negativi sono in numero pari e il segno - se i fattori negativi sono in numero dispari.  

La moltiplicazione è legge di composizione interna in Z: il prodotto di due numeri interi relativi è sempre un numero intero relativo. La moltiplicazione è legge di composizione interna in Q: il prodotto di due numeri razionali relativi è sempre un numero razionale relativo. 
Il numero +1 è l'elemento neutro della moltiplicazione in Z e in Q: il prodotto tra qualunque numero intero o razionale relativo e +1 è sempre il numero stesso.

Proprietà della moltiplicazione in Z e in Q: 

· commutativa 
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La proprietà commutativa permette, in un'espressione contenente due o più moltiplicazioni, di eseguirle nell'ordine che desideriamo: non è necessario eseguirle nell'ordine dato 

· associativa 
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· dissociativa 
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· distributiva (rispetto all'addizione o alla sottrazione) 
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Divisione in Z e in Q
Il quoziente esatto tra due numeri interi o razionali relativi si ottiene moltiplicando il primo numero intero o razionale relativo per il reciproco o inverso del secondo numero intero o razionale relativo
. Il segno del quoziente esatto è + se i due numeri dati sono concordi e - se i due numeri dati sono discordi. 
La divisione non è legge di composizione interna in Z. Dati due numeri interi relativi, non sempre esiste un terzo numero intero relativo che moltiplicato per il secondo numero intero relativo dia come prodotto il primo numero relativo: una frazione con 0 al denominatore può essere indeterminata, se il numeratore è 0, o priva di senso, se il numeratore è maggiore o uguale a 1. La divisione non è legge di composizione interna in Q. Dati due numeri razionali relativi, non sempre esiste un terzo numero razionale relativo che moltiplicato per il secondo numero razionale relativo dia come prodotto il primo numero razionale relativo: una frazione con 0 al denominatore può essere indeterminata, se il numeratore è 0, o priva di senso, se il numeratore è maggiore o uguale a 1.  

Il numero +1 è l'elemento neutro della divisione in Z e in Q: il quoziente esatto tra qualunque numero intero o razionale relativo e +1 è sempre il numero stesso.

Proprietà della divisione in Z e in Q: 

· invariantiva 
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In un'espressione contenente due o più divisioni, queste vanno eseguite nell'ordine in cui sono scritte

· distributiva (rispetto all'addizione o alla sottrazione) 
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Potenza in Z e in Q
La potenza di un numero intero o razionale relativo con un numero intero positivo come esponente è il numero intero o razionale relativo avente: per numeratore, la potenza del numeratore; per denominatore, la potenza del denominatore; per segno: il segno + se il numero intero o razionale relativo dato è positivo, il segno + se il numero intero o razionale relativo dato è negativo e l'esponente è pari, il segno - se il numero intero o razionale relativo è negativo e l'esponente è dispari
. 

La potenza di un numero intero o razionale relativo diverso da 0 con un numero intero negativo come esponente è equivalente alla potenza dell'inverso della base con esponente positivo: 
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La potenza non è legge di composizione interna in Z e in Q: 
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 non ha senso; 
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Il numero +1 è l'elemento neutro della potenza in Z e in Q: la potenza con esponente +1 di ogni numero intero o razionale relativo è sempre il numero intero o razionale relativo stesso
.

Proprietà della potenza in Z e in Q: 
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Calcolare il valore di un'espressione

Per calcolare il valore di un'espressione si segue il seguente procedimento:

1] se l'espressione non contiene parentesi, le operazioni si eseguono nel seguente ordine: le potenze; le moltiplicazioni e le divisioni nell'ordine in cui sono scritte; le addizioni e le sottrazioni nell'ordine in cui sono scritte

2] se l'espressione contiene parentesi, si devono eliminare le parentesi, cominciando dalle più interne, eseguendo le operazioni in esse contenute seguendo l'ordine esposto nel punto 1]

Frazioni decimali e numeri decimali

Una frazione decimale è una frazione che ha al denominatore una potenza di dieci
. Una frazione ordinaria è una frazione che non ha al denominatore una potenza di dieci. Tutte le frazioni sono generatrici, equivalgono cioè a un numero decimale
.  

Una frazione decimale equivale a: 

· un numero decimale limitato (o finito) per scrivere una frazione decimale sotto forma di numero decimale limitato, si separano con la virgola, da destra verso sinistra, tante cifre del numeratore quanti sono gli 0 del denominatore: 
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; per scrivere un numero decimale limitato sotto forma di frazione decimale, si scrive al numeratore il numero naturale che si ottiene sopprimendo la virgola nel numero decimale limitato e al denominatore la cifra 1 seguita da tanti 0 quante sono le cifre decimali del numero decimale limitato: 
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Una frazione ordinaria può equivalere a:

· un numero decimale limitato (o finito) una frazione ordinaria che ha come fattori primi del proprio denominatore o 1] solo il numero naturale due o 2] solo il numero naturale cinque o 3] entrambi è equivalente a una frazione decimale
 e dunque a un numero decimale limitato: 
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· un numero decimale periodico semplice un numero decimale periodico semplice è un numero decimale in cui una cifra o un gruppo di cifre subito dopo la virgola, il periodo
, si ripete all'infinito. Una frazione ordinaria che non ha come fattori primi del proprio denominatore né il numero naturale due né il numero naturale cinque dà origine a un numero decimale periodico semplice. Per scrivere una frazione ordinaria sotto forma di numero decimale periodico semplice, è necessario eseguire la divisione; per scrivere un numero decimale periodico semplice sotto forma di frazione ordinaria, si scrive: al numeratore, il numero decimale periodico semplice, senza la virgola e senza il simbolo che indica il periodo, diminuito del numero naturale formato da tutte le cifre che precedono il periodo; al denominatore, tanti 9 quante sono le cifre del periodo. Se possibile, si riduce la frazione ottenuta ai minimi termini: 
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· un numero decimale periodico misto un numero decimale periodico misto è un numero decimale periodico in cui il periodo è preceduto da una cifra o da un gruppo di cifre, poste dopo la virgola e chiamate antiperiodo, che non si ripetono. Una frazione ordinaria che ha come fattori primi del proprio denominatore: o 1] solo il numero naturale due o 2] solo il numero naturale cinque o 3] entrambi E altri numeri dà origine a un numero decimale periodico misto. Per scrivere una frazione ordinaria sotto forma di numero decimale periodico misto, è necessario eseguire la divisione; per scrivere un numero decimale periodico misto sotto forma di frazione ordinaria, si scrive: al numeratore, il numero decimale periodico misto, senza la virgola e senza il simbolo che indica il periodo, diminuito del numero naturale formato da tutte le cifre che precedono il periodo; al denominatore, tanti 9 quante sono le cifre del periodo seguiti da tanti 0 quante sono le cifre dell'antiperiodo. Se possibile, si riduce la frazione ottenuta ai minimi termini: 
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È possibile eseguire operazioni sui numeri decimali limitati senza scriverli come frazioni, mentre non è possibile eseguire operazioni sui numeri decimali periodici semplici o misti senza scriverli come frazioni.
2 - Espressioni algebriche letterali
Introduzione 
Un'espressione algebrica letterale è costituita da un insieme di simboli numerici e letterali legati tra loro da segni di operazioni.
Un'espressione algebrica letterale è razionale se le operazioni da eseguire sono le quattro operazioni fondamentali - addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione - e l'elevamento a potenza con esponente intero: 
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Un'espressione algebrica letterale razionale è intera se tra le operazioni da eseguire non compaiono la divisione o la potenza con esponente intero negativo: 
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Un'espressione algebrica letterale razionale è intera rispetto ad una lettera se quella lettera non compare mai al divisore: 
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Un'espressione algebrica letterale razionale è fratta se tra le operazioni da eseguire compaiono la divisione o la potenza con esponente intero negativo: 
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Il valore numerico di un'espressione algebrica letterale dipende dai valori numerici assegnati alle lettere: per conoscere il valore numerico di un'espressione algebrica letterale è necessario sostituire a ciascuna lettera, ogni volta che essa compare nell'espressione, il valore numerico assegnatole; alle lettere possiamo assegnare qualunque valore numerico, tranne quelli che renderebbero priva di senso l'espressione. Il valore numerico di un'espressione algebrica letterale è dunque funzione del valore numerico delle lettere che in essa compaiono: 
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Monomi e polinomi
I monomi

Un monomio è un'espressione algebrica in cui non compaiono addizioni e sottrazioni: 
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. Un monomio è ridotto a forma normale quando è il prodotto di un solo fattore numerico e di potenze letterali con basi tutte diverse tra loro: 
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. Un monomio ridotto a forma normale si divide in un coefficiente 
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 e in una parte letterale 
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. Il segno di un monomio ridotto a forma normale è il segno del suo coefficiente. Un monomio avente per coefficiente 0 è nullo, cioè uguale a 0, per la legge di annullamento del prodotto. 

Un monomio ridotto a forma normale è intero se tutte le sue lettere hanno esponente intero positivo o nullo, cioè se nessuna lettera compare al denominatore
. Un monomio ridotto a forma normale è frazionario se almeno una delle sue lettere ha esponente intero negativo, cioè se almeno una lettera compare al denominatore. Ci occuperemo dei monomi frazionari nel capitolo dedicato alle frazioni algebriche. 
Il grado rispetto a una lettera di un monomio ridotto a forma normale è l'esponente con cui tale lettera figura nel monomio dato; il grado di un monomio ridotto a forma normale  rispetto a tutte le lettere che non figurano nel monomio stesso è 0. Il grado complessivo di un monomio ridotto a forma normale è la somma degli esponenti delle sue lettere. 

Due monomi ridotti a forma normale sono simili se hanno la stessa parte letterale, identici se hanno lo stesso coefficiente e la stessa parte letterale, opposti se hanno la stessa parte letterale e coefficienti opposti. 
Addizione algebrica di monomi

La somma algebrica di due o più monomi consiste nello scrivere uno di seguito all'altro i monomi dati, eliminando le parentesi, cambiando il segno dei monomi preceduti dal simbolo della sottrazione e eliminando il simbolo dell'addizione quando compare: 
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La somma algebrica di due o più monomi simili è un monomio simile ai monomi dati e  avente per coefficiente la somma algebrica dei coefficienti dei monomi dati: 
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. La riduzione dei termini simili, quando è possibile, deve essere effettuata obbligatoriamente. 

Moltiplicazione di monomi

Il prodotto di due o più monomi è un monomio avente per coefficiente il prodotto dei coefficienti dei fattori e per parte letterale il prodotto delle parti letterali dei fattori: 
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Potenza di un monomio

La potenza di un monomio è un monomio che ha per coefficiente la potenza del coefficiente del monomio dato e per parte letterale la potenza della parte letterale del monomio dato: 
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Divisione di monomi

Un monomio è divisibile per un altro monomio non nullo se il monomio dividendo contiene tutte le lettere contenute nel monomio divisore, ciascuna elevata a un esponente maggiore o uguale all'esponente a cui è elevata nel monomio divisore
.
Il quoziente di due monomi dati in un certo ordine, qualora il primo monomio sia divisibile per il secondo monomio, è un monomio che ha: per coefficiente, il quoziente dei coefficienti; per parte letterale, il prodotto delle lettere che figurano nel dividendo, ciascuna con esponente uguale alla differenza tra l'esponente che la stessa lettera ha nel dividendo e quello che ha nel divisore: 
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Calcolare il valore di un'espressione

Per calcolare il valore di un'espressione si segue il seguente procedimento:

1] si precisa che tutti i monomi divisori sono diversi da zero e che tutti i monomi elevati alla 0 hanno una base diversa da 0

2] se l'espressione non contiene parentesi, le operazioni si eseguono nel seguente ordine: le potenze; le moltiplicazioni e le divisioni nell'ordine in cui sono scritte; le addizioni e le sottrazioni nell'ordine in cui sono scritte

3] se l'espressione contiene parentesi, si devono eliminare le parentesi, cominciando dalle più interne, eseguendo le operazioni in esse contenute seguendo l'ordine esposto nel punto 1]

M.C.D. e m.c.m. di due o più monomi
Applichiamo lo stesso procedimento già spiegato all'interno dei capitoli dedicati agli insiemi numerici, sia ai coefficienti che alle parti letterali.
I polinomi
Un polinomio ridotto a forma normale è la somma algebrica di due o più monomi interi non simili: 
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. I termini del polinomio possono essere scambiati di posto in virtù della proprietà commutativa dell'addizione algebrica. 

Il grado complessivo di un polinomio ridotto a forma normale è il maggiore dei gradi dei suoi termini. Il grado di un polinomio ridotto a forma normale rispetto a una lettera è il massimo esponente con cui la lettera compare nel polinomio; il grado di un polinomio ridotto a forma normale rispetto a tutte le lettere che non figurano nel polinomio è 0. Un polinomio è omogeneo se tutti i suoi termini sono dello stesso grado.
Un polinomio ridotto a forma normale è completo rispetto a una lettera se contiene tutte le potenze di quella lettera, da quella di grado massimo tra quelle che compaiono nel polinomio a quella di grado zero. Un polinomio ridotto a forma normale è ordinato secondo le potenze crescenti o decrescenti di una lettera se i suoi termini sono ordinati cosicchè gli esponenti di quella lettera siano crescenti o decrescenti.

Due polinomi ridotti a forma normale e nella stessa variabile sono identici se hanno lo stesso grado complessivo n e se hanno uguali i coefficienti dei termini di ugual grado.

Addizione algebrica di polinomi

Per addizionare algebricamente due o più polinomi:

1] si sopprimono le parentesi, cominciando dalle più interne, e i segni che le precedono; è necessario cambiare il segno di tutti i termini inseriti in parentesi precedute dal segno - e mantenere il segno di tutti i termini inseriti in parentesi precedute dal segno +

2] si riducono gli eventuali termini simili

Esempio: 
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Moltiplicazione di un polinomio per un monomio

Per moltiplicare un polinomio per un monomio si moltiplica ciascun termine del polinomio per il monomio e si addizionano i prodotti ottenuti
:  
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Moltiplicazione di polinomi
Per moltiplicare due polinomi si moltiplica ciascun termine del primo polinomio per ciascun termine del secondo polinomio, per poi addizionare i prodotti ottenuti e ridurre gli eventuali termini simili: 
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Divisione di un polinomio per un monomio
Un polinomio è divisibile per un monomio non nullo se tutti i suoi termini sono divisibili per il monomio dato. Il quoziente si ottiene dividendo ciascun termine del polinomio per il monomio: 
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.
Non è possibile dividere un polinomio per un monomio non nullo se il polinomio dato non è divisibile per il monomio dato; in questo caso, è possibile scrivere la divisione sotto forma di frazione algebrica. Delle frazioni algebriche ci occuperemo in seguito.

Divisione di due polinomi

Un polinomio A è divisibile per un polinomio non nullo B se esiste un terzo polinomio Q che moltiplicato per B dia come prodotto A: 
[image: image83.wmf]A:BQseQB
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A:B è una divisione esatta se A è divisibile per B.

A:B non è una divisione esatta se esistono il polinomio Q e il polinomio R tali che: 
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È possibile eseguire la divisione A:B se A e B sono funzione della stessa variabile e se il grado complessivo di A è maggiore del grado complessivo di B rispetto alla variabile considerata. Se queste due condizioni non vengono entrambe rispettate, è possibile scrivere la divisione come una frazione algebrica; delle frazioni algebriche ci occuperemo in seguito.

Eseguiamo la divisione di esempio (2x5 -x4 +3x2 -x -2):(X3 -x2 +1), indicando al contempo i passaggi da eseguire perché l'operazione risulti svolta correttamente:

1] se non sono ordinati, si ordinano il dividendo e il divisore secondo le potenze decrescenti della lettera scelta come variabile, disponendo i due termini come nelle divisioni tra numeri. Se i due termini sono funzione di più lettere, le lettere non scelte come variabile devono essere considerate come parte del coefficiente. Se il dividendo non è completo rispetto alla lettera scelta come variabile, è necessario lasciare degli spazi vuoti in corrispondenza dei termini mancanti:
	2x5
	-x4
	
	+3x2
	-x
	-2
	X3
	-x2
	+1

	
	
	
	
	
	
	
	
	


2] si divide il primo termine del dividendo per il primo termine del divisore. Il quoziente ottenuto è il primo termine del quoziente dei due polinomi:

	2x5
	-x4
	
	+3x2
	-x
	-2
	X3
	-x2
	+1

	
	
	
	
	
	
	2x2
	
	


3] si moltiplica il primo termine del quoziente dei due polinomi per ciascun termine del divisore; si incolonna ciascun prodotto, cambiato di segno, sotto il termine ad esso simile che compare nel dividendo e si sommano i termini simili. Il polinomio ottenuto è il primo resto parziale della divisione:

	2x5
	-x4
	
	+3x2
	-x
	-2
	X3
	-x2
	+1

	-2x5
	+2x4
	
	-2x2
	
	
	2x2 
	
	

	\\
	x4
	
	+x2
	-x
	-2
	
	
	


4] si continua il procedimento fino a ottenere o un resto nullo o un resto che sia un polinomio di grado inferiore a quello del divisore:

	2x5
	-x4
	
	+3x2
	-x
	-2
	X3
	-x2
	+1

	-2x5
	+2x4
	
	-2x2
	
	
	2x2
	+x
	+1

	\\
	x4
	
	+x2
	-x
	-2
	quoziente 

	
	- x4
	+x3
	
	-x
	
	
	
	

	
	\\
	+x3
	+x2
	-2x
	-2
	
	
	

	
	
	- x3
	+x2
	
	-1
	
	
	

	
	
	\\
	+2x2
	-2x
	-3
	
	
	

	
	
	
	resto
	
	
	


Guida alla scomposizione di un polinomio in fattori
Scomporre un polinomio in fattori o fattorizzare un polinomio significa trasformare un polinomio in un prodotto di due o più fattori di grado complessivo minore rispetto al grado complessivo del polinomio dato. Se un polinomio non può essere fattorizzato è irriducibile. I polinomi di primo grado sono irriducibili. 
Per fattorizzare un polinomio di grado maggiore a 1, si procede nel seguente modo: 

1] si stabilisce se è possibile mettere in evidenza uno o più fattori comuni a tutti i termini del polinomio dato. Se è possibile, si deve assolutamente procedere al raccoglimento totale del o dei fattori comuni a tutti i termini. Se il o i fattori polinomiali risultanti dal raccoglimento totale sono tutti di primo grado, la scomposizione è completa. Consideriamo il polinomio 
[image: image85.wmf](

)

(

)

(

)

23

2x13x1x1

-+-+-

: in tutti i termini del polinomio compare il fattore 
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. Il polinomio dato sarà uguale al prodotto del fattore comune per il polinomio che si ottiene dividendo ciascun termine dato per il fattore comune e sommando i quozienti ottenuti: 
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2] se il o i fattori polinomiali risultanti dal raccoglimento totale di un fattore comune a tutti i termini del polinomio dato sono di grado superiore al primo, o se il polinomio dato non è fattorizzabile con il metodo del raccoglimento totale, è necessario contare il numero di termini che compongono il\i fattori polinomiali o il polinomio dato. Si possono verificare 4 casi particolari:

a) il polinomio è un binomio (ha due termini) e quindi potrebbe essere:

· la differenza di due quadrati si tratta di uno dei quattro prodotti notevoli: 
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· la somma di due quadrati 
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è irriducibile in R
· la differenza di due cubi 
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· la somma di due cubi 
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· la somma o la differenza di due potenze con uguale esponente maggiore di 3 
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è sempre divisibile per (x-y); i coefficenti di x sono le potenze crescenti di y con segno positivo. 
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è divisibile per (x+y) se n è pari; i coefficienti di x sono le potenze crescenti di y con segni alternati a partire dal segno positivo. 
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è divisibile per (x+y) se n è dispari; i coefficienti di x sono le potenze crescenti di y con segni alternati a partire dal segno positivo. 
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non è mai divisibile per (x-y)  
b) il polinomio è un trinomio (ha tre termini) e quindi potrebbe essere:

· il quadrato di un binomio si tratta di uno dei quattro prodotti notevoli: 
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· un trinomio notevole consideriamo un trinomio del tipo 
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. Se esistono due numeri 
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 tali che 
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, possiamo applicare la proprietà dissociativa al termine bx per poi scomporre il polinomio ottenuto tramite raccoglimenti parziali:       
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                                   Perciò, un trinomio del tipo 
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 è uguale a 
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.                                    Se invece il trinomio è del tipo 
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, i due numeri 
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 devono essere tali che 
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. Ovviamente in questo caso la scomposizione non è immediata come nel caso precedente ed è necessario svolgere tutti i passaggi intermedi per ottenere il risultato corretto.                                                                                                         Potrebbe in alcuni casi risultare impossibile trovare due numeri adatti; questo succede o perché i due numeri adatti non sono numeri razionali assoluti ma numeri irrazionali o perché i due numeri adatti non sono numeri reali 

· scomponibile con artifici a volte è possibile, aggiungendo e togliendo un monomio a un trinomio, trasformare il trinomio in un quadrinomio ad esso equivalente e fattorizzabile. Il quadrinomio risulta essere la somma di un monomio e del quadrato di un trinomio, e il binomio risultante la differenza di due quadrati: 
[image: image106.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

4242224222222

xx1xx1xxx2x1xx1xx1xx1x

++=++-+=++-=+-=+-++


· scomponibile mediante la regola di Ruffini Il teorema del resto afferma che: il resto della divisione di un polinomio A(x)
 per un binomio di primo grado 
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 è uguale al valore che assume il polinomio quando alla lettera x sostituiamo -a; il resto della divisione di un polinomio A(x) per un binomio di primo grado 
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 è uguale al valore che assume il polinomio quando alla lettera x sostituiamo +a. Da questo teorema discende direttamente il teorema di Ruffini: un polinomio A(x) è divisibile per un binomio di primo grado 
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 se il polinomio si annulla quando alla lettera x sostituiamo -a; un polinomio A(x) è divisibile per un binomio di primo grado 
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 se il polinomio si annulla quando alla lettera x sostituiamo +a. I due teoremi sopra enunciati costituiscono la premessa teorica della regola di Ruffini, che permette di calcolare con facilità quoziente e resto della divisione di un polinomio A(x) per un binomio di primo grado del tipo 
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.                                                                     Eseguiamo la divisione di esempio 
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, indicando al contempo i passaggi da eseguire perché l'operazione risulti svolta correttamente:                               

· se non è ordinato, si ordina il dividendo secondo le potenze decrescenti della variabile x. Si scrivono i coefficienti del dividendo su una stessa riga; se il dividendo non è completo rispetto alla variabile x, è necessario scrivere il numero 0 al posto dei coefficienti dei termini mancanti. Si separa il termine noto con un tratto verticale:

	+2 
	0
	-5
	+1
	-1


· sotto i coefficienti così disposti si lascia uno spazio e si traccia una linea orizzontale. A sinistra del primo coefficiente si traccia una linea verticale e nello spazio esterno compreso tra questa linea verticale e la linea orizzontale si scrive il termine noto del divisore cambiato di segno:

	
	+2 
	0
	-5
	+1
	-1

	-2 
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


· si abbassa sotto la linea orizzontale il primo coefficiente del dividendo, che sarà anche il primo coefficiente del quoziente; lo si moltiplica per il termine noto del divisore cambiato di segno, si scrive il risultato sotto il secondo coefficiente del dividendo e si addiziona il risultato stesso con il secondo coefficiente del dividendo. La somma ottenuta è il secondo coefficiente del quoziente e va scritta sotto la linea orizzontale:

	
	+2 
	0
	-5
	+1
	-1

	-2
	
	-4
	
	
	

	
	+2
	-4
	
	
	


· si ottengono i successivi coefficienti del quoziente in modo analogo. Il resto della divisione si troverà sotto la linea orizzontale a destra della linea verticale di destra:

	
	+2 
	0
	-5
	+1
	-1

	-2
	
	-4
	+8
	-6
	+10

	
	+2
	-4
	+3
	-5
	+9

	
	Coefficienti del quoziente    
	Resto 


· scriviamo per intero il quoziente, ricordando che, con il polinomio dividendo di grado n e il polinomio divisore di grado 1, il grado del polinomio quoziente sarà di grado (n-1): 
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Alcune precisazioni operative:

· il termine noto del divisore può essere un numero razionale relativo, un monomio o un polinomio: +3, -2a, -a+1 sono tutti possibili termini noti del divisore

· se il termine noto del divisore è composto da due fattori, per esempio: 
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, si divide il dividendo per il primo fattore del divisore e il quoziente ottenuto per il secondo fattore del divisore. Lo stesso procedimento si adotta anche con divisori composti da più di due fattori. Il quoziente della divisione è il risultato dell'ultima divisione ed è di grado (n-x), dove x è il numero di fattori del divisore

· se il divisore è del tipo 
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, è necessario dividere dividendo e divisore per n; il quoziente rimarrà inalterato, ma ci si dovrà ricordare di moltiplicare il resto, se diverso da zero, per n

· se il divisore è del tipo 
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, sarà sufficiente porre 
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 uguale a t, ricordando di porre poi t uguale a 
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 al momento di scrivere il coefficiente 

Abbiamo detto che un polinomio A(x) è divisibile per un binomio di primo grado 
[image: image119.wmf](
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 se il polinomio si annulla quando alla lettera x sostituiamo -a; un polinomio A(x) è divisibile per un binomio di primo grado 
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 se il polinomio si annulla quando alla lettera x sostituiamo +a. Quando, sostituiti a x, +a o -a annullano il polinomio, prendono il nome di zeri del polinomio. Poiché è dimostrato che gli zeri di un polinomio possono essere solo o divisori del termine noto o frazioni con al numeratore un divisore del termine noto e al denominatore un divisore del coefficiente di grado massimo, possiamo utilizzare la regola di Ruffini per fattorizzare un polinomio. Una volta identificati tutti i possibili zeri del polinomio, si individua l'effettivo zero del polinomio, sostituendo i possibili zeri del polinomio all'interno del polinomio; se lo zero del polinomio è +a, il polinomio è divisibile per (x-a), mentre se lo zero del polinomio è -a, il polinomio è divisibile per (x+a).

c) il polinomio è un quadrinomio (quattro termini) e quindi potrebbe essere:

· il cubo di un binomio si tratta di uno dei quattro prodotti notevoli; si noti che i cubi di due termini opposti sono a loro volta opposti:                   
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· scomponibile mediante la regola di Ruffini 

· trasformabile nella differenza di due quadrati il quadrinomio risulta essere la somma di un monomio e del quadrato di un trinomio, e il binomio risultante la differenza di due quadrati: 
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· trasformabile nella somma algebrica di prodotti mediante raccoglimenti parziali talvolta è possibile che non vi siano uno o più fattori comuni a tutti i quattro termini del polinomio dato, ma che il polinomio dato sia considerabile come la somma di due  polinomi formati ognuno da due termini e che all'interno di questi due polinomi vi siano dei fattori comuni.                                                                                                                     Consideriamo il polinomio 
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. Esso può anche essere visto come la somma di due polinomi: 
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. Raccogliamo i fattori comuni dei due polinomi: 
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. Raccogliamo ora il fattore comune dei due ulteriori polinomi ottenuti (quest'ultimo passaggio non è sempre possibile): 
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· trasformabile nella somma algebrica di prodotti mediante raggruppamenti di termini e successive scomposizioni dei singoli gruppi 
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d) il polinomio ha almeno cinque termini e quindi potrebbe essere:

· il quadrato di un polinomio si tratta di uno dei quattro prodotti notevoli: il quadrato di un polinomio formato da un numero qualunque di termini è uguale alla somma dei quadrati di tutti i termini e dei doppi prodotti di ciascun termine per ognuno dei termini che lo seguono. Ovviamente, i quadrati di espressioni opposte sono uguali tra loro  

· trasformabile nella somma algebrica di prodotti mediante raccoglimenti parziali (solo se il numero di termini del polinomio è pari e maggiore o uguale a sei, poiché per i raccoglimenti parziali è necessario formare gruppi di ugual numero di termini) 
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· trasformabile nella somma algebrica di prodotti mediante raggruppamenti di termini e successive scomposizioni dei singoli gruppi 
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· scomponibile mediante la regola di Ruffini 
· scomponibile con artifici 
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M.C.D. e m.c.m. di due o più polinomi

Applichiamo lo stesso procedimento già spiegato all'interno dei capitoli dedicati agli insiemi numerici, dopo avere scomposto i polinomi in fattori.

Frazioni algebriche
Frazioni algebriche

Se a,b sono monomi o polinomi e b non è nullo, 
[image: image131.wmf]a
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 è detto frazione algebrica. Una frazione algebrica ha significato per tutti i valori delle lettere che la compongono, esclusi quelli che non rendono nullo il denominatore b. Si dice insieme di esistenza di una frazione algebrica l'insieme dei numeri reali che sostituiti alle lettere che la compongono non annullano il denominatore. Si chiama condizione di esistenza o C.E. di una frazione algebrica la scrittura che indica quali valori delle lettere che la compongono non annullano il denominatore. Tale scrittura è sempre obbligatoria operando con le frazioni algebriche. 

Semplificazione di frazioni algebriche

Per semplificare una frazione algebrica è necessario fattorizzare numeratore e denominatore per poi dividere entrambi per tutti i divisori comuni. 
Riduzione di frazioni algebriche allo stesso denominatore

Per ridurre due o più frazioni algebriche semplificate allo stesso denominatore:
· si determina il minimo comune multiplo o minimo comun divisore dei denominatori

· si costruiscono frazioni equivalenti a quelle date, che abbiano: al denominatore l'm.c.d.; al numeratore, il prodotto del numeratore originale per il quoziente tra il denominatore originale e l'm.c.d.  

Addizione algebrica di frazioni algebriche
La somma algebrica di due o più frazioni algebriche semplificate ridotte allo stesso denominatore è una frazione algebrica con: al denominatore, il denominatore delle frazioni algebriche date; al numeratore, la somma algebrica dei numeratori. La frazione algebrica ottenuta, se possibile, deve essere semplificata.
Moltiplicazione di frazioni algebriche
Il prodotto di due o più frazioni algebriche semplificate è una frazione con: al numeratore, il prodotto dei numeratori; al denominatore, il prodotto dei denominatori. La frazione algebrica ottenuta, se possibile, deve essere semplificata. È possibile procedere più velocemente, semplificando in croce numeratori e denominatori delle frazioni algebriche semplificate prima di moltiplicarle tra loro. 
Potenza di una frazione algebrica

Per elevare a potenza, con esponente intero, una frazione algebrica semplificata, si elevano a potenza sia il denominatore che il numeratore.
Divisione di frazioni algebriche 

Per dividere una frazione algebrica semplificata per un'altra frazione algebrica semplificata, si moltiplica la prima frazione per la frazione reciproca della seconda. Ovviamente, dovremo scrivere sia le condizioni di esistenza dei due denominatori originali che quelle del denominatore della terza frazione.
Calcolare il valore di un'espressione

Per calcolare il valore di un'espressione si segue il seguente procedimento:

1] si semplificano tutte le frazioni algebriche 

2] si indicano le condizioni di esistenza di ciascuna frazione algebrica. Si indicano le condizioni aggiuntive in caso si debbano eseguire divisioni 

3] se l'espressione non contiene parentesi, le operazioni si eseguono nel seguente ordine: le potenze; le moltiplicazioni e le divisioni nell'ordine in cui sono scritte; le addizioni e le sottrazioni nell'ordine in cui sono scritte

4] se l'espressione contiene parentesi, si devono eliminare le parentesi, cominciando dalle più interne, eseguendo le operazioni in esse contenute seguendo l'ordine esposto nel punto 3]

5] se possibile, semplificare la frazione algebrica ottenuta come risultato dell'espressione

� Un'operazione è sempre possibile in un insieme dato quando, indipendentemente da quali degli elementi dell'insieme dato si scelgano, l'operazione dà come risultato un elemento dell'insieme dato. Un'operazione sempre possibile in un insieme dato è legge di composizione interna nell'insieme dato


� Se la somma di due numeri naturali è sempre un numero naturale, allora l'insieme N è un insieme infinito, poiché, indipendentemente dalla sua grandezza, qualunque numero naturale sommato a 1 darà un ulteriore numero naturale, maggiore del numero naturale sommato a 1


� Allo scopo di generalizzare le proprietà delle operazioni, utilizzeremo al posto dei numeri delle lettere; lettere uguali indicheranno numeri uguali, lettere differenti indicheranno numeri differenti


� Un'espressione è un insieme di operazioni 


� Il prodotto di un qualunque numero naturale per 0 è 0, poiché si tratta di addizionare tra loro 0 numeri naturali uguali al primo numero naturale. Ne consegue la legge di annullamento del prodotto: se in un'espressione contenente esclusivamente prodotti anche uno solo dei fattori è 0, il risultato dell'espressione è 0; se il risultato di un'espressione contenente esclusivamente prodotti è 0, almeno uno dei fattori è 0 


� Quando esiste il quoziente naturale esatto di due numeri naturali: la divisione è una divisione esatta; il primo numero naturale è divisibile per il secondo o multiplo del secondo; il secondo numero naturale è divisore o sottomultiplo del primo.


Il quoziente naturale esatto tra 0 e qualunque numero naturale diverso da 0 è 0, poiché qualunque numero naturale moltiplicato per 0 dà come prodotto 0.


Il quoziente naturale esatto tra 0 e 0 è indeterminato, poiché qualunque numero naturale moltiplicato per 0 dà come prodotto 0


� Nei casi in cui non esista un quoziente naturale esatto, è possibile considerare come quoziente approssimato il massimo numero naturale che moltiplicato per il divisore dà un prodotto minore del dividendo. La differenza tra il dividendo e il prodotto del quoziente approssimato con il divisore è detta resto. Se il divisore è 0, non esiste nemmeno il quoziente approssimato, poiché nessun numero naturale moltiplicato per 0 dà come risultato un numero naturale diverso da 0, e dunque la divisione di un qualsiasi numero naturale per 0 non ha senso


� Applicando la proprietà invariantiva a una divisione con quoziente approssimato, il resto della divisione risulterà moltiplicato o diviso per il numero naturale scelto


� 0 elevato a qualunque numero naturale diverso da 0 dà come risultato 0 (legge di annullamento del prodotto).


1 elevato a qualsiasi numero naturale diverso da 0 dà come risultato 1 (1 è l'elemento neutro della potenza in N).


Qualsiasi numero naturale diverso da 0 elevato alla 0 dà come risultato 1 (un prodotto richiede la presenza di due fattori).


� L'esponente 1 può essere sottinteso: � EMBED Equation.DSMT4  ���


� Per lo stesso motivo, possiamo dire che: una frazione con numeratore diverso da 0 e denominatore uguale a 0 non ha senso; una frazione con numeratore � EMBED Equation.DSMT4  ��� a N e denominatore uguale a 1 è uguale al solo numeratore; una frazione con numeratore uguale a 0 e denominatore diverso da 0 è uguale a 0; una frazione con numeratore e denominatore uguali a 0 è indeterminata.


Osserviamo che: ogni frazione è equivalente a sé stessa; se una frazione è equivalente a una seconda frazione, quest'ultima è equivalente alla prima; se una frazione è equivalente a una seconda frazione e quest'ultima è equivalente a una terza frazione, la prima frazione è equivalente alla terza frazione


� Non vale ovviamente l'inverso: solo le frazioni apparenti sono numeri naturali, mentre le frazioni proprie e improprie sono solo numeri razionali assoluti


� Il prodotto di una qualunque frazione per 0 è 0, poiché si tratta di addizionare tra loro 0 frazioni uguali alla prima frazione.


Legge di annullamento del prodotto: se in un'espressione contenente esclusivamente prodotti anche uno solo dei fattori è 0, il risultato dell'espressione è 0; se il risultato di un'espressione contenente esclusivamente prodotti è 0, almeno uno dei fattori è 0.


È buona norma, dove possibile, semplificare i numeratori delle frazioni con i denominatori delle altre frazioni prima di moltiplicare i numeratori con i numeratori e i denominatori con i denominatori, al fine di semplificare i calcoli da eseguire:  � EMBED Equation.DSMT4  ���


� Il reciproco o inverso di una frazione è una frazione avente al numeratore il denominatore della prima frazione e al denominatore il numeratore della prima frazione. Ogni frazione ha un solo reciproco, tranne lo 0 che non ha reciproco, poiché una frazione con 0 al denominatore non ha senso


� L'esponente 1 può essere sottinteso: � EMBED Equation.DSMT4  ���


� � EMBED Equation.DSMT4  ���è una potenza di dieci, dunque tutti i numeri naturali sono equivalenti a frazioni decimali 


� Ogni frazione equivale a un solo numero decimale; ogni numero decimale o equivale a una sola frazione o è generato da operazioni matematiche differenti dalla divisione. Di queste operazioni parleremo in seguito


� Non è sempre valido il contrario: vi sono frazioni decimali irriducibili, che dunque non equivalgono a una frazione ordinaria 


� Il periodo si indica con un singolo tratto orizzontale scritto al di sopra di tutti i numeri che compongono il periodo: � EMBED Equation.DSMT4  ���


� Il reciproco o inverso di un numero intero o relativo è un numero intero o relativo, di uguale segno, avente al numeratore il denominatore del primo numero e al denominatore il numeratore del primo numero; ricordiamo che i numeri interi equivalgono a frazioni con denominatore uguale a +1. Ogni numero intero o relativo ha un solo reciproco, tranne lo zero che non ha reciproco, poiché una frazione con zero al denominatore non ha senso


� Questo significa che numeri interi o razionali relativi opposti elevati alla stessa potenza sono equivalenti se la potenza è pari: � EMBED Equation.DSMT4  ��� 


� L'esponente 1 può essere sottinteso: � EMBED Equation.DSMT4  ���


� � EMBED Equation.DSMT4  ���è una potenza di dieci, dunque tutti i numeri naturali sono equivalenti a frazioni decimali 


� Ogni frazione equivale a un solo numero decimale; ogni numero decimale o equivale a una sola frazione o è generato da operazioni matematiche differenti dalla divisione. Di queste operazioni parleremo in seguito


� Non è sempre valido il contrario: vi sono frazioni decimali irriducibili, che dunque non equivalgono a una frazione ordinaria 


� Il periodo si indica con un singolo tratto orizzontale scritto al di sopra di tutti i numeri che compongono il periodo: � EMBED Equation.DSMT4  ���


� Abbiamo già visto che � EMBED Equation.DSMT4  ��� 


� Una lettera che figura solo nel dividendo figura nel quoziente con esponente invariato; una lettera con lo stesso esponente nel dividendo e nel divisore non figura nel quoziente; il monomio divisore va sempre racchiuso tra parentesi: � EMBED Equation.DSMT4  ���


� Da questo punto in poi ipotizzeremo di lavorare con polinomi già ridotti a forma normale


� È possibile sottintendere il segno � EMBED Equation.DSMT4  ��� della moltiplicazione quando ciò non comporti fraintendimenti riguardo alle operazioni da eseguire


� A funzione di x 


� Poiché le frazioni algebriche non sono altro che frazioni con termini letterali, le regole da applicare operando con esse sono in sostanza le stesse viste fino a questo momento, perciò non ci soffermeremo eccessivamente sopra questo argomento


� L'm.c.d. di due frazioni aventi denominatori opposti è uno o l'altro dei due denominatori, non il loro prodotto
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